Ubungen zum Ferienkurs Analysis II

Vektoranalysis und Kurven

3.1 Vektoranalysis

a) Seien F € C?(R3,R3) und f € C%(R3,R). Welche Aussagen sind richtig?
divrot F =0, rotgrad f=0, graddivF =0, gradrotF =0.

b) Sei F : R — R3 definiert durch F(z,y,z) = 3(22, ¢y, —22). Wie lautet V(V - F) — AF?

Loésung;:

a) Genau die ersten beiden Aussagen sind richtig. Dies wurde in den Ubungen gezeigt. Die dritte
Aussage ist falsch: Betrachten wir dazu zum Beispiel F(z,y, z) = (%2, 0,0) mit grad div F'(z,y,2) =
(1,0,0) # 0. Die linke Seite der vierten Aussage ist nicht definiert.

b) Wir berechnen direkt oder benutzen die Formel aus den Ubungen:
Vx(VxF)=V(V-F)-AF.
Da V x F =0, folgt als Ergenis der Nullvektor.

3.2 Koordinatentransformation
Sei U=R" x Rund V =R?\ (R; x 0) und ® : U — V die Koordinatentransformation
1 & - 53)
= @ 5 = .
(1172) (€1.82) ( 286182
(a) Bestimme D®(&), das normierte Zweibein eg, (€), eg, () und DO®~H(P()).

(b) Sei f € Coo(U,R) und f=fo®1:V — R. Driicke den Gradienten von f durch Ableitungen
von f in der Basis eg,, e¢, aus.

Losung

(a)
pae =2 (g )

(e Do)l - L (& &
D®™(®(£)) =DP(€) RIGEN) <—§2 51)

1 &1
©= = (&)
L (=&
20 = Va+g (51 )
(b) Laut Vorlesung ist
aan P T-1 aﬁl _ 1 &1 —& 851
(o) =m0 ()= e (8 &) i)y

1
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3.3 Kriimmung einer Raumkurve

Parametrisieren Sie die Raumkurve v(t) = 3 exp(t)(cost,sintv/2),t € R, auf Bogenléinge, bezeichnet
mit J(s), und berechnen Sie dafiir die Kriimmung «(s).

cost —sint
Losung: ||9(t)|| = sexp(t) || | sint + cost | || = & exp(t)\/(cost — sint)? + (sint + cost)? + 2 = exp.
\/>
Also ist zum Beispiel 3(t) = [*__||5(t)dt'|| = ffoo exp(t)dt' = expt. Mit £(s) = Ins ist also y =yot
coslns —sinln s
auf Bogenlinge parametrisiert, s > 0. T(s) = 4(s) = 3 [ sinlns+coslns | und x(s) = |T(s)|| =

V2

coslns —sinln s

—sinlns — cosln s
1
2s

3.4 Kurven

Ein Abschnitt der Kettenlinie ist gegeben durch die Funktion f : [0, 00[— R, f(x) = cosh x.
a) Geben Sie eine Parametrisierung « : [0, co[— R? des Graphen von f als Kurve im R? an.

b) Parametrisieren Sie v auf Bogenlinge.

a) y(t) = <Costht) >0

b) Wir berechnen die Bogenlidnge von -,
t ¢ t
= / |y (&)||dt = / V1 + sinh?t'dt’ = / cosht'dt’ = sinht.
0 0 0

mit der Umkehrabbildung ¢(s’) := s~!(s’) = arcsinh(s’). Die Parametrisierung auf Bogenlinge
lautet dann

- arcsinh(s) arcsinh(s) arcsinh(s)
Y(s) = y(t(s)) = <cosh(arcsinh(s))> = (\/1 +sinh2(arcsinh(s))> - ( V1+ 82 > .

3.5 Kurvenintegral

Sei F € C(R3,R3) ein Kraftfeld und v € C([to, t1],R3),t — 7(t), die Bahn eines Teilchens der Masse
m = 1, welches sich geméf} des 2. Newtonschen Gesetzes F(y(t)) = m#5(t) im Zeitintervall [to,¢;] von
v(to) = (0,0,0) nach v(t1) = (1,1,1) bewege und bei v(tg) die Geschwindigkeit 4(t9) = 0 und bei
~(t1) den Geschwindigkeitsbetrag ||¥(¢1)|| = 2 besitze. Berechnen Sie die von F' geleistete Arbeit, das
heifit das Kurvenintegral von F' entlang der Teilchenbahn .

Losung: Die Arbeit ist gleich der Differenz der kinetischen Energie. Wir integrieren also die Kraft
entlang des Weges,

[ FOydr = [aram)an = [ ao-md=5 [ SoRd = S0e) R - -

to to 2 to



3.6 Kurve

Gegeben sei die geschlossene, gegen den Uhrzeigersinn orientiert Kurve

t2
:Y’(t):—< ),—ﬂ§t<7r,

—2sint

. . . 6z
sowie die Funktion f := —(—2X—
VAz+4—y?

(a) Man bestimme die Parameterwerte, fiir die 4(¢) eine horizontale oder vertikale Tangente besitzt.
Ist 4(t) fur t € [—m, 7[) regulér?
(b) Man berechne [ fds.

Losung: blabla

(a) Wir berechnen zuerst den Tangentialvektor:

T=7(t)= ( —22(:tost ) # ( 8 )

7(t) besitzt eine horizontale Tangente, wenn y = const. und damit T;, = 0:

also
7(t) besitzt eine vertikale Tangente, wenn x = const. und damit T, = 0:

=r=(2)

t=0.

also

(b) Zur Berechnung des Kurvenintegrals benutzen wir folgende Formel:

[tas= [ e

s 6t2 s 6t2 t2 2 t
- - 2V/12 + cos? tdt = VIEF oSt
/A2 + 4 — 4sint —n V12 4+1 —sin’t

mit cos®t = 1 — sin? ¢ erhalten wir

/ 6t°dt = [2t°]" = 2n% + 27% = 4

—T

3.7 Vektorfelder

a) Zeigen Sie fiir f € C1(R3 R), F € CY(R3,R?), dass
Vx(fF)=VfxF+fVxF
1

b) Berechnen Sie V x G(z) fiir # # 0 mit G(z1, 22, 23) = ||z||? [ 23
Z2



Loésung;:

a) komponentenweise gilt

(Vx (fF)) = Zﬁijkaj(ka) = Zﬁijk(ajf)Fk + Zﬁijkf(aijz) = (VfxF)i+ f(VxF);

gk Jk ak
woraus die Angabe folgt.
1 1-1 0
b) Es ist grad ||z]|?> = 2z und rot | 23 | = 0 = | 0] . Somit ist
T2 0 0
1 T1 1 T3 — 23
rot G(z) = grad ||z||> x |23 | =2 |22 | x |23 ]| =2 | 23 — 2129
X2 T3 X2 13 — T2

3.8 Neilsche Parabel

Parametrisieren Sie die durch die Punktmenge 4% — 23 = 0 C R? gegebene Kurve nach der Bogenlinge

Losung Eine mogliche Parametrisierung erhélt man durch Auflésen nach x

2
() = (yy') yER,

diese ist allerdings nicht differenzierbar bei y = 0.
Eine glatte Parametrisierung erhilt man duch

diese ist allerdings singuldr bei ¢ = 0 (74(0) ). Davon ausgehend berechnen wir die Bogenlénge,
zunéchst fiir 7' > 0:
T

s(T) = /‘Iw ldt = /‘vqﬁ+9#ﬁ [ 4+9ﬁﬁ}0 ;%4+9T%

(s + 2%)% — 2. Aus Symmetriegriinden ist

3
2

_8
27"

Fiir die Umkehrfunktion gilt 7'(s)? = §[(27s + 8)5 —4] =

dann die Parametrisierung nach Bogenlidnge fiir s € R gegeben durch

G T(s)y?
s) = <sgn<s>T<rsr>3>

3.9 Wegintegrale

Berechnen Sie jeweils das Wegintegral f f(x)dz
(cos(t),sin(t)),0 <t <27

(t,0) fir 0 <t <1
(1,t—1) firl<t<2

(1) f(z,y) = (e, zy), () =

I

(ii) f(z,y) = (sin(z),2* +y?), 7(t) = {
(iii) f(z,y,2) = (y,—z,2), v(t) = (sinh(t), cosh(t),sinh(¢)),0 < ¢t < In(2)

)
(iv) f(z,y,2) = (22 — /22 + 92,2, 2%), v(t) = (tcos(t), tsin(t),t),0 < t, < 27



Loésung

(i)
2 2
/ f(z,y)d(z,y) = / (e%5®) cos(t) sin(t)) - (— sin(t) cos(t)) dt = / —sin(t)e“) + cos?(t) sin(t)dt
g 0 0

mit cos(t) =z =

cos(2m)
/ e® —2%dx =0

0s(0)
(i)
b 1 ’ 0
Lf(:c,y)d(a:,y) = /0 (sin(t), t%) <0> dt—f—/1 (sin(1), 1+ (t — 1)?) <1> =
—cos(1) +1 +/2t2 — 2t + 2dt = — cos(1) +§
1
(iif)
In(2) cosh(t)
/f(a:,y,z)d(:n,y,z) :/ (cosh(t), —sinh(t), sinh(t)) - | sinh(t) | dt =
v 0 cosh(t)

) In(2)
cosh?(t) — sinh?(t) + cosh(t) sinh(t)dt = / 1 + cosh(t) sinh(t)dt
0

::\_
=8
(V)

mit sinh(t) =z =
3

9
In(2) + /4 zdr =1n(2) + —
0 32

o cos(t) — tsin(t)
/f(a:, y,z)d(z,y,z) = / (2t —t,t,t%) - | sin(t) 4+ tcos(t) | dt =
¥ 0 1

27 21 27 27 21
/ tcos(t)dt + / tsin(t)dt + / t2 cos(t)dt — / 2 sin(t)dt + / t2dt
0 0 0 0 0

mit partieller Integration =

8
§7T3 + 47 + 2

3.10 Léange von Kurven

Berechnen Sie die Léange der folgenden Kurven:
(1) 71 (t) = (acos®(t),asin®(t)) mit 0 <t < 27, a > 0 fest.
(i) vo(t) = (t3,43) mit 0 <t < 4.



Loésung

(1) 71(t) ist stetig diffbarer Bogen mit v} (t) = (3a cos® t(—sint), 3asin?t cost) =

2m 2m
L(m) = / |71 (t)|]2dt = / (9a? cos* t sin® t + 9a? sin* ¢ cos? t)%dt
0 0

2 2m
/ |3a cos t sin | (cos? t + sin® t)%dt =3a / | costsint|dt
0 0
mit Additionstheorem =

2 1 5
3a/ |- sin 2t|dt = 3a4/ sin 2tdt = 6a
, 2 2

0
(ii) y2(t) ist stetig diffbarer Bogen mit 4 (¢) = (2t, 3t?) =

4 4 4
L(W):/ M(t)ugdt:/ (4t2+9t4)%dt:/ HA + 912) dt
0 0 0
mit o(t) =4+ 92 =

1 4

- miema= 2 7 uba 2uf |
2 frnd 2 g
5 | et - g [ Tk

3.11 Fliacheninhalt der Kardioide

Sei a > 0 und 7 : [0,27] — R{ die Parametrisierung der Kardioide in Polarkoordinaten,

r(¢) = a(l + cos ¢).
Berechne den Flacheninhalt der Kardioide.

L6sung Der von einer Kurve in Polarkoordinaten r(¢) eingeschlossene Flidcheninhalt lautet:

= [Ca [Taoro)= 5 [ rioras

Z/O%(a(ucosgz)))?dgb
2 2 2
:aQ/ (14 2cos ¢+ cos® ¢)dp =
0

2

1

@
2

27 2 2
2
</0 d¢+2/0 cos¢>d¢>+/0 cos ¢d¢>
2¢
(oo o] ) -5

3.12 Kriimmung einer Klothoide

Zeigen Sie, dass die Kriimmung x(t) der Kurve

Fp) = fg cos(“—Q)du
®) <f0t sin(%)du)



an der Stelle ¢ > 0 gleich ihrer Lénge L(t) ist.
Hinweis: Die Kriimmungsformel lautet
Ty — Ty

3

(&2 +9%)2

R =

, wobel ¥ = (m)
Yy

Lésung  Sei t > 0. Wir berechnen zuerst die Krimmung mit der Formel aus dem Hinweis.

t2 t2
&(t) = cos X Z(t) = —t sin§
t2 t2

y(t) = sin X j(t) = tcos 5

Einsetzen ergibt: x(t) =t
Die Lénge berechnet sich aus

= /0 |7(u)|du = /0 z(u)? + y(u)?du = t.

Wer noch mehr iiben méchte:

3.13 Kreisumfang

Berechnen Sie den Umfang U des Kreises um (0,0) mit Radius r;0. Betrachten Sie dazu das Kurven-
integral 4 |, ;. 1ds, bei dem k der Viertelkreisbogen ist. Wéhlen Sie eine geeignete Parametrisierung und
berechnen Sie das Integral.

Losung
1
7’2:.172+y2 y=vri—a? 0<z<r Y= 2:7; 2 v = —x
T Virt—z2

T T
L= f|]7 Hdw—f,/l—{—T2 d Of r2;2$f;x2:r0f ﬂimzzr.arcsin%g:r.g
U= 4L =271
3.14 Kurvenintegral iiber Ellipse

Berechnen Sie das Kurvenintegral
b2z2

iiber die Ellipse k

Wiéhlen Sie fiir die Ellipse eine geeignete Parametrisierung.

Losung:

a(t) a-cost . —a-sint
K (y(t)) <b-sint> Osts2m 7 <b-cost>



ff E)|y]]dt = f Va2sin?t + b2 cos?t - /a2sin? t + b2 cos? tdt

2w
a? f sin® tdt + b% [ cos? tdt = w(a? + b?)
0 0

3.15 Kettenlinie

Ein ideales Seil wird iiber einen 2km breiten Abgrund gespannt und wird durch die Kurve v : [-1,1] —
R? mit y(z) = (z, f(z) und f(z) = 1(cosh(az) — cosh(a) mit a > 0 beschrieben (Einheit 1km).

a) Berechnen Sie die Linge des Seils in Abhéngigkeit von a.
b) Berechnen Sie die Kriitmmung des Seils am Scheitel und an den Réndern.
c) Wie stark hingt das Seil in erster Ndherung durch, wenn es lmm, 10cm, bzw. 1m zu lang ist?

Loésung

1 1 1 1
= 7f1 [|v(2)||dx = 7f1 |(1, sinh(ax))||dx = 7f1 \/1 4 sinh?(az)dz = J; cosha(z)dr = 2 sinh(a)

. | (z)] _ acosh(az) a
b) w(z) = (1+£(z)2)2  (I+sinh2(az))?  cosh”(az) £(0) = a und (1) = 50
¢) Al=Zsinh(a) 2 =% + &+  d=1(5+%5+.)~ VA~ 0.866VAl

i) Al =1mm =10"%m = d ~ 0.866m
ii) Al =10cm = 10~*km = d ~ 8.66m
iii) Al =1m =10"%km = d ~ 27.386m

3.16 Schraubenlinie

Die Kurve v(t) := (rcos(t), rsin(t), ct) mit ¢, > 0 heifit Schaubenlinie.
a) Parametrisieren Sie v nach der Bogenlinge. (Verwenden Sie R? = ¢% + r?)

b) Berechnen Sie Tangentialeinheitsvektor, Normalenvektro und Kriitmmung der nach der Bogenlinge
parametrisierten Kurve.

Losung:

a) 7’(75) ( rsin(t), rcos(t), c) 1|7/ ()]]3 = 72 sin?(t) + r? cos?(t) + c® = 12 + ? = R?
fll% )|l2dt = fRdt: Rr

S

Die gesuchte Parametertransformation ist als gegeben durch t = (s) = 171(s) = 5

Die nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve ist also 7(s) = (r cos(§),rsin(3), %)
b) 7(s) = 7(s) = (~frsin(i), freos() ) 7(5) = (— gz cosl), — 2 sin(5),0)

wl(s) = 17 ()2 = /2 (cos(2) +sin(2] = 2

n(s) = ,(S)) (—cos(5, —sin(5),0)




3.17 Kurvenlinge

a) (t) := (t —sin(t), 1 — cos(t)) heiit Zykloide. Berechnen Sie die Lénge der Kurve 7|[_z .

b) Finden Sie die singuldren Punkte der Kurve v : [0,27] — R2, 7(t) := (cos?(t) sin(t),sin3(t))
und berechnen Sie ihre Bogenldnge.

Loésung:

a) |[7(1)|| = /(1 —cos(t)? + (sin(t))2 = /1 — 2cos(t) + cos?(t) +sin’(t) = /2 —2cos(2- L) =
f\/l—cos2§ + sin?(%) = v2,/2sin?(4) = 2|sin(}]|
L= f v/ (2)||dt = 2 f |sin(4) ]dt:4gsm (L)dt = 4(—2cos(L)[;—7 =8

b) « ist stetig differenzierbar mit +/(t) = (—3cos?(¢)sin(t), 3sin?(t) cos(t)). Also ist v'(t) = 0 an
jeder Stelle, fiir die cos(t) = 0 oder sin(t) = 0. Die Menge der singuldren Punkte von + ist
demnach {0, %, %7‘1‘, 27}

|7/ (1)]] = /9 cos(t) sin?(t) + 9sin®(t) cos?(t) = 3+/cos2(t) sin?(t)(cos2(t) + sin®(t)) = 3| cos(t) sin(t)| =

%sin(Zt)]
. 37r
z 2T
f 1Y (t)]|dt = 3 ({ n(2t)dt — fsm (2t)dt + f sin(2t)dt — Bf sin(2t)dt | =
5 ™
T . 2T 3 dr 2
% bf sin( dS N f 51n2(3)d8 _|_2f %ds _3f SmQ(S)dS) =

=-3((-1-1) - 7(r1+1)+(—1—1)—(1+1)):6

3.18 logarithmische Spirale

Als logarithmische Spirale bezeichnet man die Kurve ~.(t) := (e cos(t), e sin(t)), ¢ > 0.
a) Berechnen Sie die Linge L von . auf [0, 47]
b) Parametrisieren Sie 7./ 45 nach der Bogenlénge

Losung:

a)

YL (t) = e (c cos(t) — sin(t), c sin(t) + cos(t))

7.3 = €2 [cEeos®(t) — 2¢ cos(t)sin(t) + sin®(t) + ?sin(t) — 2csin(t)cos(t) + cos?(t)] = e**[c* + 1]
4
0

47 _ 1 2
L(’Yc) = /BCtmdt = me y € — tc (6471'0 . 1)
0

C

b) (1) == Y (e7¢ — 1) = 5 = T = %ln (1 + lj_ig) =t
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