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Grundlagen
und
Formalismus

Aufgabe 1 (*) Betrachte die Wellenfunktion
U(z,t) = Al APl =
wober A, \,w > 0
a) Normiere W
b) Was ist der Erwartungswert von x und

¢) Bestimme die Standardabweichung von x. Wie sieht der Graph von |V|* als Funk-
tion von x aus? Markiere die Punkte ((x) + Ax) und ((x) — Ax) und berechne
die Wahrscheinlichkeit das Teilchen auferhalb dieses Bereichs zu finden

Aufgabe 2 (*) Wir haben einen unendlichdimensionalen Hilbertraum mit einem
abzdihlbaren Orthonormalsystem {|0),[1),]2),...}, dh (n|m) = 0. Ein kohirenter
Zustand ist definiert als

mit einer komplexen Zahl «.
Auflerdem definieren wir uns den Absteigeoperator a tber

aln)=vnin—1) Vn>1 und a|0)=0
a) Bestimme C, sodass |V,) normiert ist.

b) Zeige, dass |V,) Eigenzustand von a ist und berechne den Eigenwert.

¢) Sind kohdrente Zustinde |V,) und |Vg) fir o # B orthogonal?
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Aufgabe 3  (*) Wir benutzen einen zweidimensionalen komplexen Hilbertraum (dh.
den C?) um ein System mit zwei Zustinden zu beschreiben. Unsere Orthonormalbasis
bezeichnen wir mit |[+) , |—). Auferdem definieren wir uns die Operatoren

8 = 200 {1+ 1) {+)
8= S(= R =1+ =) D)
S = 2(14) (H = 1) =)

a) Zeige, dass |+) und |—) Eigenzustinde von S, sind
b) Zeige, dass [Sy,Sy| = ihS,
c¢) Wie lautet die Unschdrferelation fir die beiden Operatoren S, und S, fir ein
System im Zustand |+).
Aufgabe 4  (**)
a) Zeige, dass Figenwerte von hermiteschen Operatoren reell sind.
b) Zeige, dass Figenwerte von antihermiteschen Operatoren imagindr sind.
c) Zeige, dass Figenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten von hermiteschen Op-

eratoren orthogonal sind.

Aufgabe 5  (*)

a) Zeige [p,a"| = —ihnz" !

b) Zeige mit a), dass [p, F(x)] = —ih‘g—i fiir alle F gilt, die als Potenzreihe ausge-

drickt werden konnen.

Aufgabe 6 (*) Berechne den Erwartungswert fiir p und p* einer ebenen Wellen die
mit einem Gauss moduliert ist:

2

1 , z
W(zx) = v exp (zkx - ﬁ)

Aufgabe 7 (*) Zeige fir zwei hermitesche Operatoren A und B die Identitat

(i[B, A])y = 2Im (AU, BU)

Aufgabe 8  (**) Zeige, dass kommutierende Observablen einen gemeinsamen Satz
von Figenfunktionen haben, also simultan diagonalisierbar sind.
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Aufgabe 9  (**) Wir definieren das Exponential eines Operators A als
A=y

n=0

a) Zeige eATB =B fiir [A,B] =0

b) Zeige mit a), dass e et = efte™ =1

c) Nun sei [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0. Berechne
etBe 4.

Benutz dafiir die Taylorentwicklung der operatorwertigen Funktion

f\) = eMBe M

d) Sei immer noch [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0. Benutz ¢) um zu zeigen, dass

eBeA — oApBelBA

Aufgabe 10  (*) Betrachte einen Hilbertraum der von den Figenkets|1) ,|2),|3), ...
von A aufgespannt wird. Die entsprechenden Eigenwerte lauten aq,as, as, ....

Beweise, dass
[]A-an)

n

der Nulloperator ist.

Aufgabe 11  (*)

a) Die normierte Wellenfunktion von einem Teilchen im 1-dimensionalen Ortsraum
lautet

U(x) = %e’”w

Berechne die Wellenfunktion ®(p) im Impulsraum.

b) Die normierte Wellenfunktion eines Teilchens im 1-dimensionalen Ortsraum

lautet

W(z) = 5-0(a o)

Berechne die Wellenfunktion ®(p) im Impulsraum.

c¢) Die normierte Wellenfunktion eines Teilchens im 1-dimensionalen Impulsraum

lautet
b 1

B(p) = - —— .
(p) T p? + b?

Berechne die Wellenfunktion im Ortsraum.
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Aufgabe 12 (*) FEine Observable A besitzt die zwei normierten Figenzustinde n
und 1o, mit den Figenwerten a; und as. Die Observable B besitzt die normierten Eigen-
zustinde ¢y und ¢o mit den Figenwerten by und by. Fiir die Eigenzustinde gilt

Y1 = (31 +4¢2)/5, P2 = (41 — 3¢2)/5

a) Observable A wird gemessen und man erhdlt den Wert a,. Was ist der Zustand
des Systems direkt nach der Messung?

b) Im Anschluss wird B gemessen. Was sind die maoglichen Ergebnisse und mit
welcher Wahrscheinlickeit treten sie auf?

¢) Direkt nach der Messung von B wird wieder A gemessen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erhalten wir wieder a, ?



