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1 Teilchen auf der Stange
Aufgabe:

Ein Teilchen der Masse m wird durch eine Zwangskraft auf einer masselosen
Stange gehalten, auf der es sich reibungsfrei bewegen kann. Die Stange rotiert
in einem festen Winkel 6 zur z-Achse mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit
w. Es wirken keine weiteren Krifte!
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1. Leiten Sie die Lagrange-Funktion des Teilchens explizit in Kugelkoordina-
ten her.

2. Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung fiir den Radius r(¢) des Teilchens

aus der Lagrange-Funktion und 16sen Sie diese mit den Anfangsbedingun-
gen r(0) = ro und 7(0) = 0. Skizzieren Sie die Bewegung des Teilchens.



Losung:

1. Kinetische Energie in Kugelkoordinaten:

T = %(r2 + 72 sing(ﬂ)g{bz + r292)

= S0+ rsin(0)w?)
Potentielle Energie (es wirken keine Kréfte!):

U=0

= L:T—U:%(¢2+r251n2(0)w2)

2. Bewegungsgleichung fiir r(¢):

4 <8L> _ oL = mi* — mrsin®(0)w? = 0

dt \ or or
= i — w?sin?()r =0
- r(t) = r(0)cosh (wsin(0)t) + osin(d)
= rgcosh (wsin(0)t)

sinh (w sin(6)t)

Das Teilchen bewegt sich sich auf einer Spiralbahn bei festem Azemutwin-

kel 6 mit exponentiell wachsendem Radius r(t).

2 Verbundene Massenpunkte
Aufgabe:

Zwei Massenpunkte m und M sind durch einen masselosen Faden der konstanten
Lange | = r+ s verbunden. Die Masse kann an dem Faden (mit der variierenden
Teilldnge r) auf der Ebene rotieren. Der Faden fiihrt durch ein Loch in der Ebe-
ne zu M, wobei die Masse m an dem straff gespannten Faden (mit der ebenfalls

variierenden Teillinge s = — r) héngt.



1. Stellen Sie die Lagrange-Funktion des Systems in geeigneten Koordinaten
auf.

2. Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen und Bewegungskonstanten. Ge-
ben Sie an, unter welchen Bedingungen M nach oben oder unten beschleu-
nigt wird.

Losung:

1. Wir wahlen als generalisierte Koordinaten die Lange  und den Winkel ¢,
den das Seilstiick von m auf der Ebene mit einer festen Grade, die in der
Ebene liegt, einschliefst.

M )
= T = ?'2+%(7;2+r2¢2)

M (d > m :

el BN mo.2 212
5 (dt( 7’)> + 2(1" +r79°)
m+M ,

- T T

m o

2
Den Nullpunkt des Gravitationspotentials legen wir in die Ebene:

= U=-Mgs=Mg(r—1)

Daraus ergibt sich die Lagrange-Funktion des Systems:

M+m ,
= ——7

L=T-U 5

+ %ngf)z — Mg(r—1)



2. % = 0 & ¢ zyklische Koordinate < <& (%) =0 & 2L = mr2g ist

Erhaltungsgrofie (Drehimpuls von m in der Ebene).
Bewegungsleichung fiir r:
d /0L OL .
—(=)-==W i — 24+ Mg =
dt(@f) or (M +m)i —mr¢*+ Mg=0

= M wird nach oben beschleunigt < 7 > 0 < mr¢? > Mg (die Fliehkraft
von m muss grofer sein als die Gewichtskraft von M)

3 Fliehkraftregler

Aufgabe:

Gegeben Sei das in der Abbildung skizzierte System. Ein Punkt mgy bewege
sich entlang der vertikalen Achse und ist durch masselose Stange der Linge R
mit zwei Massen my verbunden. Das System ist durch zwei weitere masselose
Stangen der Lidnge R am Punkt A aufgehdngt und dreht sich mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w um die die Achse. Die Massenpunkte unterliegen der
Schwerkraft.

1. Wihlen Sie als generalisierte Koordinate . Bestimmen Sie die Lagrange-
Funktion des Systems.

2. Sei nun my = 0. Zeigen Sie, dass 9 der Bewegungsgleichung

¥ = (w2 cos (9) — %) sin ()

geniigt.



3. Welche Bedingung muss die Winkelgeschwindigkeit w erfiillen, damit sich
der Fliehkraftregler aufstellt, d.h. dass ¢ = 0 instabil gegeniiber kleinen
Auslenkungen ist. Entwickeln Sie dazu die Bewegungsgleichung um 9 = 0
bis zur zweiten Ordnung.

Losung:
1. Bs gilt: z; = Rcos (1), 2o = 2R cos (9) = # = —2RJ sin (9)
_ o.M (5o . o2 2 2 92 m2 .o
= T = 2 2<Rsm(19)w+R19)+222
= m (R2 sin? (9) w? + R2192) + 2my R%9? sin? (¥9)

Wir legen den Nullpunkt des Gravitationspotentials auf die Hoéhe des
Punktes A:

= U = —-2migz1 — maegz
= —2mygRcos (¥) — 2magR cos (9)

Die Lagrange-Funktion des Systems ergibt sich damit zu

L=T-U=m (R2 sin? () w? + R2192) +2my R%9? sin? (9)+2 (my + ma) gR cos (1)

2. Fiir mg = 0 erhdlt man fiir 9 folgende Bewegungsgleichung:
d L L N
T (gﬁ) - %9 = 2m R*Y — 2m R*w? sin (9) cos (9) +2mygRsin (9) = 0

= ¥ = (w2 cos (V) — %) sin ()

3. Dem Hinweis folgend entwickeln wir die Bewegungsgleichung um 9 = 0:

. g
= VIS 22y
@ -
. g 2
= d+(L-wt)e = 0
+ & w

Fiir (% — w2) > 0 entspricht dies der Differentialgleichung fiir den harmo-
nischen Oszillator, es wirkt also eine Kraft, die der Auslenkung von ¢ aus
¥ = 0 entgegenwirkt
= stabil gegeniiber Auslenkungen!



Fiir (% — w2) < 0 dagegen ergibt sich eine Kraft, die die Auslenkung wei-
ter unterstiitzt (allgemeine Losung wiire in diesem Fall 9 = 9(0) cosh (/% — w? - t)+

IO ginh (/L =7 1))
vV E—W

= instabil gegeniiber Auslenkungen, Fliehkraftregler stellt sich fiir w? > £
auf!

4 Pendel an der Laufkatze
Aufgabe:

Ein ebenes Pendel der Masse m héngt an einer starren, masselosen Stange der
Lange | im homogenen Schwerefeld der Erde. Das Pendel ist an einer Masse
M aufgehéngt, die sich reibungsfrei auf einer horizontalen Achse bewegen kann,
siehe Skizze. Das Pendel kann nur in der Ebene schwingen, die durch diese Achse
und die Richtung des Erdschwerefeldes aufgespannt ist. Es wirken keine weite-
ren Krafte.

1. Stellen Sie die Lagrangefunktion des Systems in geeigneten Koordinaten
auf.

2. Geben Sie die Erhaltungsgrofsen des Systems einschliefslich ihrer physika-
lischen Bedeutung an.

Losung:

1. Wir wahlen als generalisierte Koordinaten die x-Position x = xj; von
Masse M sowie den Winkel ¢.
=z, =2 +1sin(p) = & = &+ 1pcos(@), Ym = lcos(@) = Um =



—lgsin (o)

M
2

M
2

M

-2

‘,1'3_2

+m

2

i+ (32, + 92)

2

+ % (4 + 221 cos (o) + 12@* cos® () + %129272 sin? (i)

2 4+ milip cos (@) + %124;')2

Wir legen den Nullpunkt des Gravitationspotentials auf die x-Achse:

=

U = —mgy, = —mgl cos (¢)

Wir erhalten damit die Lagrange-Funktion

L=T-U

_ M+m

5 2 + mlipcos (@) + %l2<,b2 + mgl cos (p)

2. Da nur die konservative Gravitationskraft wirkt, ist die Energie £ = T+U
erhalten (Alternativ: L hangt nicht explizit von der Zeit ab, weswegen fiir
den hier auftretenden typischen Fall H =T + U = E erhalten ist.)

Des Weiteren hangt L nicht explizit von = ab, x ist also zyklische Koordi-
nate und der zugehérige konjugierte Impuls g—g ist eine Erhaltungsgrofie:

oL

5=

M 4+ m) & + mlpcos (p) = Mz + miy,

= Der Gesamtimpuls/Schwerpunktsimpuls in x-Richtung ist erhalten

5 Gekoppelte Pendel

Aufgabe:

Drei gleiche mathematische Pendel (Masse m, Linge 1) sind durch zwei ideale
Federn derselben Federkonstante k& verbunden und bewegen sich im homogenen
Schwerefeld der Erde, sieche Abbildung. Die Lénge jeder der unbelasteten Fe-
dern ist jeweils gleich dem Abstand der Aufhédngungspunkte der zwei durch sie

verbundenen Pendel.



Leiten Sie daraus die Bewegungsgleichungen ab.
Zeigen Sie durch Rechnung, dass

g, k g g 3k
wzzf‘i’ﬁa“}%:jaw%

l

die Eigenfrequenzen des Systems sind.

l

den Normalschwingungen (Eigenvektoren).

. Formulieren Sie die Lagrange-Funktion im Falle kleiner Auslenkungen.

. Berechnen Sie die zu den zwei langsamsten Eigenschwingungen gehoren-

Geben Sie die zur schnellsten Schwingungsmode gehérende Normalschwin-

gung mit kurzer Begriindung, aber ohne Rechnung an.

Wie lautet die allgemeine Bewegung des physikalischen Systems ausge-

driickt durch die Normalschwingungen?

Losung:

1.

Zuerst entwickeln wir (sehr ausfiihrlich an dieser Stelle) das Gravitations-
potential Uz und das harmonische Potential der Feder Uj. Dabei wahlen
wir immer & = (aq, a9, a3) = (0,0,0) als Potentialnullpunkte!

Us = —mglcos(ay)— mglcos(as) — mgl cos(as) 4 const
Ug(@=0) = —3mgl+ const 20
= Uas = mgl (3 —cos(ay) — cos(ag) — cos(ag))

Q

= Ug = ngl(§+a§+a§)

(o= (-5) ()



—

(7?1 — ’/’2)2 + (’FQ — F3)2) -+ const

(sin(an) — Usin(az))” + (Lcos(ar) — Lcos(a2))”) +

+ NN

& —~ —

((l sin(ag) — Isin(as))? 4 (Lcos(ag) — lcos(ozg))2> + const

N DN

((a1 —a0)’ + ()) + %ﬁ ((ag —as)® + O) + const

I
~

%
|

2
!
Up(@=0) = const=0
kI?
= Uk = 7 ((a1 - 012)2 —+ (042 — ()é3)2)
ki?

= - (a% — 2009 + 2043 — 2003 + a%)

Verlauf und Ergebnis dieser Rechnung sollte man fiir Schwingungsaufga-
ben ungefdhr im Kopf haben.

Nun wollen wir kinetische und potentielle Energie in folgender Form schrei-
ben:

M nennen wir Massenmatriz, A Potentialmatrix.

= U = Ug+ U
1 oy 2 Lo 1 2y 2 Lo 1 2
= 3 (mgl + kl ) aj — 521@[ o + 3 (mgl + 2kl ) a5 — ikl 2a003 + 5 (mgl + Kl ) o
1 oy mgl + kI? —kl? 0 aq
= 3 Q9 . —kl? mgl + 2kI1? —ki? o)
(6 %3 0 —k‘l2 mgl + ]{712 a3
= T = %ﬁa? + %Fag + %z%g
1 a ml?> 0 0 a1
= 5 dg . 0 le 0 dg
Qs 0 0 mi? as

Die Lagrange-Funktion lasst sich damit schreiben als

1. . 1

2
3



2. Durch die Matrixschreibweise von T und U hat man die Euler-Lagrange-
Gleichungen im Prinzip schon:

d oL

S oL
dt \ O Doy 0
d (8L . oL _ 0
di \ 9ém Do =
8L2 0
i 781/ 60&3
dt \ 9és
0
= Mda+ Ad = 0
0
3. Wir machen fiir & den Ansatz &@ = Ae™?:
2 =

= a = —w?Ae“t = w23

=  (A-w’M)a=0

Damit diese Gleichung nicht nur die triviale Losung & = 0 besitzt, muss
gelten det (A — w2M) =0

mgl + kl? — mi?w? —kl? 0
= det —ki? mgl + 2ki? — mi%w? —kl?
0 —kI? mgl + k% — ml?w?
9 4 ko2 L2 0
i’ T R Y
0 B
- (40 =) (F 2l - ) =25 (4 5 - o)
(=) (8 - ) (B2 ) - 205)
g  k
= == —
Y179 + m
k k k2
= 24 = - g—|—2——u}2 = 2—
l l m m?2
- 3=
g k
= = 2432
“s l+ m
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4. Wir suchen nun die zu den Eigenwerten w?, w3, w3 gehdrenden Eigenvek-
toren CV, C? CG) | fiir die somit gelten muss:

(A-w?M)CD =0

Wir kénnen natiirlich auch in dieser Gleichung wieder durch ml? teilen und

g k 2 _k
. . . Tt " “ B Ok
einfach die Matrix —£ 4425 —w? —= verwen-
_k g4k _ 2
0 Tt —w

m
den, deren Determinante wir oben berechnet haben. Dabei sollen wir nur

die zu den langsamsten Eigenmoden, also zu w? und w3 gehérenden Nor-
malschwingungen berechnen:

(A-wiM)CY = 0
0 —£ 0 c
R e A
_k 1
0 =0 Cé)
1
L am_ L

Beschreibung der ersten Normalschwingung: Das mittlere Penderl bleibt

ihn Ruhe, wiahrend die beiden dufseren Pendel entgegengesetzt schwingen.

Auch die zugehorige Eigenfrequenz w? = 4+ % macht Sinn: Jedes der

beiden schwingenden Pendel unterliegt dem Einfluss von Gravitation (2)

1
und einer, nur durch seine Bewegung gespannten Feder (%)

(A_wgﬂ)(j(z) = 0
w0 cy
o[ e ) e | - o
0 -5 W oV
1
- cm_L [,

Beschreibung der zweiten Normalschwingung: Alle Pendel bewegen sich
gleichphasig in dieselbe Richtung, die Federn bleiben stets entspannt. Aus
diesem Grund enthélt auch die zugehérige Eigenfreuquenz w3 =

4 nur den
Beitrag der Gravitationswirkung.

. Wir sollen die zu schnellsten Eigenfrequenz w3 = 24 3% gehorige Nor-
malschwingung angeben. Die Eigenmode enthélt den Term 3%, alle drei
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Federn miissen bei der Normalschwingung also belastet sein. Das ist nur
dann moglich, wenn das mittlere Pendel sich in die entegegengesetzte Rich-
tung wie die beiden dufseren Pendel bewegt. Auf das mittlere Pendel, das ja
an beide Federn gekoppelt ist, wirkt eine doppelt so starke Kraft, es muss
also mit zweimal so grofser Amplitude schwingen wie die beiden dufieren
Pendel.

6. Die allgemeine Bewegung des Systems wird durch Superposition der Nor-
malschwingungen beschrieben:

a(t) = Qi(t)CY + Qo ()C® + Q3(t)C®

Dabei handelt es sich bei @;(¢) um eine harmonische Schwingung mit der
Eigenfrequenz w; in Richtung der Normalschwingung C'(9):

20

Qi(t) = Q;(0) cos (wit) +

i it
o sin (w;t)

6 Massen und Federn

Aufgabe:

Betrachten Sie das folgende System aus Massen und Federn (siehe Skizze). Die
Federn gehorchen dem Hookschen Gesetz mit den angegebenen Federkonstanten
und k1 = 2ks. Betrachten Sie weiter im folgenden nur Longitudinalschwingun-
gen. Es wirken keine weiteren Kréfte.

1. Stellen Sie die Lagrange-Funktion des Systems in geeigneten Koordinaten
auf.
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2. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen der drei Massen in Matrixform auf.
Hinweis: Die in den Bewegungsgleichungen auftretende Matrix ist propor-
tional zu

3. Finden Sie die Eigenfrequenzen des Systems und bestimmen Sie auch die
zugehorigen Eigenvektoren.

4. Beschreiben Sie die Normalschwingungen des Systems anschaulich.

Losung:

1. Wir wéhlen als generalisierte Koordinaten x; die Auslenkungen der Massen
T

aus ihrer Gleichgewichtslage, = [ z2 |, k def ko
T3
T = (@ +i3+a))
1. m 0 0 )
0 0 m
14
= =T
2
o kl 2 k‘ k'2 2 kl 2
U = ) r] + 5 (331—332) + 5 (2 —x3)" + 2$3
k k k k
= kal+ af —kxywo + ~a3 + x5 — kxvoxs + ~x3 + kas
2 2 2 2
1
= 53]{}56% — kxixo + §2x§ — kxoxs + 531%:%
1 3k -k 0
= 59}’ -k 2k -k |7
0 -k 3k
1
= 3 AT

Wir erhalten damit als Lagrange-Gleichung

1-
L=T-— U—ix Mx
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2. Die Bewegungsgleichungen in Matrixform lauten

oL

d
ox
d (oL . AL _ 0
dt 6(1‘L‘2 aZE -
oL 0
i aiL Oxs
dt \ 9z3
= Mi+AZ = 0

3. Wir machen wieder den Ansatz ¥ = Ae'“t und erhalten damit
(A—w’M)Z=0

Wir suchen nun wieder iiber det (A —wM ) = 0 die Eigenmoden wf des
Systems:

3k — mw? —k 0 '
= det —k 2k — mw? —k =0
0 —k 3k — mw?
3k o2 & 0
A det | Tk ok T2 _k Lo
0 Tk gk Dy
= (8L -w?)* 2k -uw?) —285 (35 —u?) =
(35 —u?) (3L —w?) (25 -w?) —28) Lo
k
= wi=3-"
2
= (3k —w2> <2k —w2) - 2'%
m m
k
2 — _
= WQ — m
k
= w? o= 4=
m

Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren c (@) fiir die gilt (A —wiM ) O =
0. Wir teilen auch hier die Gleichung durch m und rechnen mit der Matrix

3k w2 -k 0
k k 2 k
m Zmo @
0 —k gk 2
m m

(A-wiM) Y = 0
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0 —£ 9 o
= “wm Twm m ol =0
0 -k g e
1
. am_ L
2\ -1
(A-w3M)C® = 0
2k _k c®
= —ww w o =0
(A
1
; 1
= (CO=—/| 2
V6 \ 1
(A_wgﬂ)@(?ﬂ = 0
—k o _k c®
o -£ -k c®
1
= OIS G

4. Bei der ersten Normalschwingung mit der Eigenfrequenz w? = 3% bleibt
die mittlere Masse in Ruhe, wiéhrend die beiden duferen Massen in entge-
gengesetzte Richtungen schwingen.

Befindet sich das System in der zweiten Normalschwingung mit der Fre-
2 k

quenz wy = ;- bewegen sich alle Masse in dieselbe Richtung, wobei die
Amplitude der mittleren Masse doppelt so grof ist, wie der der dufleren
Masse.

In der dritten Normalschwingung mit Eigenmode w3 = 4% bewegen sich
die beiden dufleren Massen in dieselbe Richtunge, wihrend die mittlere
Masse in entgegengesetzter Richtung schwingt.
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