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1 Gradient

Aufgabe:

Zeigen Sie, dass fiir eine skalare Funktion U(r) mit r = |7] = /22 + y2 + 22
gilt:
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2 Verschiedene Koordinatensysteme

1. Karthesische Koordinaten (z,y, 2)



x
(a) Ortsvektor: ¥= [ y
z

(b) Basis (éz, €y, €.):
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0
0
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dx

(c) infinitesimales Wegstiick: d5= | dy |, ds = v/dz? + dy? + dz?
dz

(d) infinitesimales Flachenstiick (z.B. in xy-Ebene): dA = da dy

(e) infinitesimales Volumenelement: dV = dz dy dz

2. Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) (entsprechen bei konstantem z ebenen Po-
larkoordinaten)

r cos(¢)
(a) Ortsvektor: 7= | rsin(¢) | mit r = /22 + 32
z
(b) Basis (&, é4, €,)
x cos (o)
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0 0
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(c) infinitesimales Wegstiick

e in radialer Richtung: d§'= dré,
o entlang der Kreisbahn in xy-Ebene: ds'=rdgéy
e in z-Richtung: ds=dze,

(d) infinitesimales Flachenstiick



e entlang eines Zylindermantels mit festem Radius r: dA = rd¢ dz
e in einer Ebene bei fester Hohe z: dA = rd¢dr

(e) infinitesimales Volumenelement: dV = r d¢ drdz

3. Kugelkoordinaten (r, 6, ¢)

rsin(f) cos(¢)
(a) Ortsvektor: 7= [ rsin(d)sin(¢) | mit 7 = /22 4 y2 + 22
r cos(6)

(b) Basis (é,, €9, €5)
sin(#) cos(¢)

e é = g = | sin(4 )sm(d))
cos(
cos(6 cos
e &y = cos (6 sm
—sin(#
—sin(¢
o ¢y = cos(qﬁ)
0

(¢) infinitesimales Wegstiick:

e entlang einer Kugeloberfliche mit Radius r bei konstantem Po-
larwinkel ¢: d5'=rdf ég
e entlang einer Kugeloberfliche mit Radius r auf konstanter Hohe
z=rcos(f): d5=r sin(f) d¢p é,
e entlang eines Weges radial weg vom Ursprung: d§'= dré,
(d) infinitesimales Fldchenstiick auf der Kugeloberfliche mit Radius r:
dA = rdfrsin(f) d¢ = r? sin(0) dd de
(e) infinitesimales Volumenelement: dV = dAdr = r?sin(6) dr df d¢

Aufgabe:

Driicken Sie die kinetische Energie T' = %F? eines Massenpunktes in karthesi-
schen Koordinaten, in Zylinder- und Kugelkoordinaten aus!

Losung:

e karthesische Koordinaten:

—x2+y2+22)

=2



e Zylinderkoordinaten:
T = %(ﬂ + 2% 4 22)
e Kugelkoordinaten:

T = %(7'"2 + 72 sinz(ﬂ)(ﬁ2 + 7“292)

3 Taylorentwicklung
Die Taylorentwicklung einer Funktion f(z) um einen Punkt a lautet:
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4 Differentialgleichungen

1. Eindimensionale Bewegung eines Teilchens im quadratischen Potential U(x) =

Uy + k‘L;
= mi = —VU(z)
= mi = _dixU(x) = —kx
= mi+kxr =0

(a) Harmonisches Potential mit k > 0 = Differentialgleichung fiir den
harmonischen Oszillator:

= x(t) = z(0) cos(wt) + 9 sin(wt) , w = \/z



(b) k < 0 = Kraft unterstiitzt die Auslenkung!

= x(t) = x(0) cosh(wt) + ? sinh(wt), w = —%

2. Ezponentialfunktion
Die e-Funktion liefert einem die Lésung fiir gewdhnliche lineare Differenti-
algleichungen aoz(t) + a1@(t) +agi(t) +. .. +anz™ (t) — F(t) = 0. (z(™(t)
bezeichnet die n-te Ableitung von z(t) nach ¢.) Als Beispiel betrachten wir
den angetriebenen, geddmpften Oszillator mi + y& + kx = F(t)

e Bestimmung der allgemeinen Losung der homogenen DGL (F'(¢) = 0)
mit dem Ansatz x(t) = e

= mAZeM + vAe’\t + ke’ =
= m N+ A+ k=

= Losungen des Polynoms\q, ..., A\, bestimmen

= Allgemeine Losung der homogenen DGL: 2pom (t) = cre*t 4 ...+
Ant

Cpen

e Bestimmung einer speziellen Losung fiir die inhomogene DGL (F'(t) #
0)

(a) F zeitunabhingig = konstante spezielle Losung (alle Ableitun-
gen gleich Null)

= kwinhom =

= Tinhom =

>~ ™

(b) F(t) harmonische Schwingung, z.B. F(t) = F cos(wt) = Ansatz
Zinhom (t) = A cos(wt) + B sin(wt)

e Allgemeine Losung der inhomogenen DGL = Summe aus allgemeiner
Lésung der homogenen DGL und einer speziellen Lésung der inho-
mogenen DGL (gilt allgemein!)

3. Separierbare Differentialgleichungen: DGL’s erster Ordnung der Form & (t) =
£ (a(t)) g0 d
— x

= Ableitung in der Form #(t) = 57 schreiben, Terme die jeweils nur von

x bzw. t abhéngen auf eine Seite bringen und integrieren:

&~ Fwe)



o [

Beispiel: Radialsymmetrisches Potential

E = %7‘2 + Uegr(r) = const
. 2 dr
= 7(t) + m(E Ueir (1)) P
r(t) t
= / = dt
(to) £4/2(E — Uegt (1)) to



