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UBUNGSKLAUSUR — LOSUNGSSKIZZEN

Repetitorium Theoretische Elektrodynamik, WS 07/08

1. Multiple Choice
Bitte kreuzen Sie die Késtchen vor den richtigen Aussagen an und lassen sie jene vor falschen Aussa-
gen frei. Eine Frage gilt als richtig beantwortet, wenn simtliche Kreuze richtig gesetzt sind. (Auswahl
nach dem Zufallsprinzip lohnt nicht, da falsche Antworten mit negativen Punkten belegt werden! Es
konnen bei jeder Aufgabe von O bis alle Aussagen richtig sein.)

a) Betrachten Sie folgende Anordnungen ruhender Ladungen im Vakuum: Geben Sie fiir jede
Anordnung die fithrenden Potenzen von r = || an, mit denen das elektrostatische Potential
®(7) bei grofem r abfillt.
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b) Das Gaul3’sche Gesetz wire ungiiltig wenn:
O es magnetische Monopole gibe.

die Kraft zwischen 2 Punktladungen nicht exakt proportional zum inversen Abstandsquadrat
ware.

O die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum keine universelle Konstante wire.
™ das Potential einer Punktladung nicht exakt indirekt proportional zum Abstand wire.

¢) Sei P die Polarisation und E das elektrische Feld, dann ist in der Gleichung P = ozE, o im
allgemeinen:

O ein Skalar.
O ein Vektor
O ein Tensor 3. Stufe
d) Eine Punktladung befindet sich vor einer Metallplatte, dann gilt:
O sie wird von der Platte abgestofen.
O sie merkt nichts von der Platte.
X sie wird von der Platte angezogen.

e) Fiir statische Felder in Medien gilt immer:

OVxD=0
X D||E fiir isotrope Medien
XV xE=0

Ov-H=0



f) Die elektrische Ladung auf je zwei geladenen Partikeln wird verdoppelt. Die elektrische Kraft
zwischen ihnen

O wird verdoppelt.
O bleibt gleich.
™ wird von keiner der obigen Aussagen beschrieben.
X wird vervierfacht
g) Wir betrachten statische B- und E-Felder. Welche Aussage trifft zu? Das elektrische Feld:
gehorcht dem Superpositionsprinzip.
O wird durch ein statisches B-Feld erzeugt.
X besitzt ein zugehoriges Potential, dessen Differenz einer Spannung entspricht.

h) Ein positiv geladenes Teilchen befindet sich in einem homogenen elektrischen und homogenen
magnetischen Feld. Beide Feldrichtungen sind parallel. Weitere Felder sind nicht vorhanden.
Das Teilchen wird zunéchst festgehalten und dann plotzlich losgelassen. Das Teilchen bewegt
sich

O auf einer Kreisbahn
O auf einer Parabel
X auf einer Geraden
O auf einer Spiralbahn, dessen Radius durch ein Kriftegleichgewicht bestimmt ist.
O auf einer Zykloide

1) Welche der folgende Gleichungen impliziert die Nichtexistenz von magnetischen Monopolen?
OV-E=2
XV-B=0
OV xE= %’f
OV x ézﬂo]‘*‘ﬂo%%—?
O magnetische Monopole wurden in letzter Zeit gefunden.

j) Folgende Ubergangsbedmgungen gelten fiir die Felder E B , D und H an Grenzflichen mit
O frei 7£ O kfrez 7é 0 0 gebunden 7£ 0 und kgebunden % 0

0O Die Normalkomponente von D ist stetig
X Die Differenz der Tangentialkomponenten von B ist mit Egebunden verkniipft.
O Die Tangentialkomponente von H ist stetig
X Die Tangentialkomponente von E ist stetig
0O Die Differenz der Normalkomponenten von E ist mit o,.; verkniipft.
Die Normalkomponente von B ist stetig
k) Fiir das Ohm’sche Gesetz j = oE gilt:
X o ist im allgemeinen ein Tensor 2. Stufe
O o ist im allgemeinen konstant

0O Das Ohm’sche Gesetz lédsst sich aus den Maxwell-Gleichungen herleiten.
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Fiir eine ebene elektromagnetische Welle mit E (7, t) = Ejexp [z (lg T — wt)] gilt:

X fiir k = ke, ist By, = 0.

X fiir £y, /Eo, € R erhdlt man eine linear polarisierte Welle

O fur Ey,/Eo, € iR erhdlt man eine zirkular polarisierte Welle

X fiir Eo,/Eo, ¢ R U {i} erhilt man eine elliptisch polarisierte Welle.

Sei die x-y-Ebene eine Grenzfliche zwischen 2 Medien. Eine ebene Lichtwelle mit Em =
Eiei(’;i rwt) l;:; &y = 0 von Medium 1 auf die Grenzflache, wodurch eine reflektierte Welle
E. = B ¢k 71 in Medium 1 und eine gebrochene Welle Egebr — Eyeilho ™) in Medium
2 entstehen. Dann gilt:

X k-6, = Ound ky-é, = 0

Ok 6. =ki-é.

= Rl

O |ky| /|K:| = ni/na, wobei ni o die Brechungsindizes der Medien 1 und 2 sind.

O Ist qu parallel zur Grenzflache, so existiert ein Einfallswinkel ap,eypster, bel dem Er = I,e,
gilt.

Fiir die Dielektrizititskonstante ¢ gilt:

X Sie ist im allgemeinen nicht frequenzunabhingig.

Sie ist im allgemeinen komplex.

X Der Imaginérteil von /¢ fiihrt zur Absorption der Welle.

Wir betrachten die Potentiale A und ® im zeitabhingigen Fall:

0 Die Felder lassen sich durch B = V x A und E = —V® berechnen.

X Sei f eine skalare Funktion, dann fiihrt A— A+V fund ® — & — 0, f zu den gleichen
physikalischen Feldern.

X Es exisitiert ein f (siche oben), sodass cgﬁ A= —0;9.

O Fiir die Coulomb-Eichung V- A = 0 erfiillen die Potentiale A und & die inhomogene Wel-
lengleichung.

Die elektrischen Felder des statischen und des schwingenden Dipols:
O Fallen bei groen Entfernungen r ab wie %

O Fallen bei groen Entfernungen r ab wie

ﬁoal = ﬁml =

O Fallen bei groen Entfernungen r ab wie
Invariant gegeniiber der Lorentz-Transformation sind:
0O Der Feldstédrkentensor F'*

0O Die Komponenten des Vierer-Potentials A,

O Der Laplace-Operator A

X Der Operator A — ¢, 20?

X Das Produkt £ - B

X B2 — 2R

X Die Phase einer elektromagnetischen Welle wt — kv



r) Folgende Aussagen beziiglich Transformationsverhalten sind richtig:
Der Ortsvektor 7~ bildet den Ortsanteil eines Vierervektors.
O Das elektrische Feld E bildet den Ortsanteil eines Vierervektors.
0 Die Geschwindigkeit (v") = (co, %, %, %) wird wie ein Vierervektor transformiert.
O Der Impuls (mgv*) wird wie ein Vierervektor transformiert.

s) Das Bezugssystem K ' bewegt sich mit Geschwindigkeit v in z-Richtung relativ zu K. Dann
gilt:

X Die Komponente des elektrischen Feldes parallel zur Bewegungsrichtung ist in beiden Be-
zugssystemen gleich.

O Die Komponente des magnetischen Feldes normal zur Bewegungsrichtung ist in beiden Be-
zugssystemen gleich.

t) Sei E-B = 0und E? < 252 in einem Inertialsystem K. Dann gilt
X Es existiert ein Inertialsystem K’ in dem £’ = 0 ist.
0 Es existiert ein Inertialsystem K’ in dem B’ = 0 ist.
X Es existiert ein Inertialsystem K’ in dem B, = B’ ist.

Es existiert ein Inertialsystem K’ in dem glll = 0 ist.

2. Kurze Aufgaben
a) Geben Sie zum Magnetfeld

5 pol 1
Bla.?) = 5

eines unendlich langen, mit konstantem Strom [ durchflossenen, geradlinigen Leiters entlang
der z-Achse ein Vektorpotential A an.
Losung. Wir berechnen das Vektorpotential in kartesischen Koordinaten. Es muss gelten

o B, 0,A. — 9.4,
B=VxA = | B, |=| 0.4, - 0,A.
B. 0, A, — 0,A,

Wir wihlen A, = A, = 0. Dann muss gelten:

ol y ol
8,A, = B, = —%ﬂ i A, = —ﬁ (In (22 + 42) + f(2))

1 I
By=tC T A=t T
21 12 + y? 21 |22 + 32

Wir erhalten

+ 2f’(x)} = f(x) = const

> pol R A
A= 1 2 R>0
o ( m) ‘
b) Berechnen Sie Monopolmoment (), das Dipolmoment p'und den spurlosen Quadrupoltensor ();;

in kartesischer Darstellung der folgenden Ladungsanordnungen:

1. Auf der x-Achse befinden sich die Punktladungen ¢ > 0 bei z = +a bzw. x = —a, und auf
der y-Achse befinden sich die Punktladungen —q bei y = +a und y = —a.



ii.

Losung. Die Ladungsdichte wird beschrieben durch

p(7) = g0 (7= (a,0,0)") +q8 (7 = (=a,0,0)") ~¢d (7'~ (0, a,0)") ~¢d (7~ (0, ~a,0)")

Monopolmoment:
4
Qz/p(?*)d%:Zqi:O
i=1
Dipolmoment:
a+ (—a) -
ﬁz/Fp(f')d%zq —a+a =0
0
Quadrupoltensor:
1
Qij =3 /P(F)(?)W‘j = 0y|1*)d’r

Da Ladungen auf den Koordinatenachsen liegen, kommt im Term 3r;r; fiir i # j immer die
Zahl 0 vor. Daher sind alle Nichtdiagonalelemente 0. Wir berechnen () ,:

Qu = 5 [ o)== drdyds = a0 +2—0 0 (~0)~(~0)*(~0)] = 200

Dann berechnen wir

1 . 1
Qe =3 [ P25~ = yP)dedydz = Fla(-a ~ (~a)") + (~q)(~a® ~ (~a)")] =0
Wegen tr(Q) = 0 schlieffen wir, dass Q,,, = —2qa® sein muss. Also erhalten wir insgesamt:
2qa® 0 0
Q= 0 —2qa® 0
0 0 0

Eine Punktladung ¢ > 0 befinde sich bei 77 = 0 Die Ladung —q sei gleichm@Big auf einem
Kreis mit Radius a und Zentrum im Ursprung in der z-y-Ebene verteilt.

Losung. Die Gesamtladung ist offensichtlich 0. Das Dipolmoment verschwindet wegen
Symmetrie. Die Ladungsdichte ist gegeben durch:

p(i) = 0(2) |q(z,y) — #9 (a - m)]

wobei 0 die Heaviside’sche Stufenfunktion ist. Wir nun die Komponenten des Quadrupol-
tensors: die Nichtdiagonalelemente ), und @), verschwinden aufgrund von 6(z) und . . . z
unter dem Integral.

@y = [ 23(2) [06(,) = L0 (a = V¥ 3P | dwdydz = 0- L5 [ ydody -

22 4y2<a?

2w a a 2w 1
- —#/0 /0 rcos(p)rsin(p)rdrdp = —# (/0 r3d7“) (/0 §sin(2<p)dg0> =0

Wir berechnen das Diagonalelement Q) ,:

Q.. = %/(222 — 2% —y*)d(2) {qé(m, y) — #9 (a —\x?+ y2>] drdydz =



1 ga?
3 2

1 q 2 2 1 q ¢ 3
=0+3—5 / (&% +y)dady = 5 —32m ; ridr =
22 +y2<a?

Wegen Symmetrie muss Q.. = Q. gelten. Mit tr(Q) = 0 erhalten wir
) 1 ga? -1 0 0

Qo= Q=22 10 g1y 1
e w9 3 4 12 0 9

o

¢) 2 unendlich groBe, diinne, leitende Platten tragen die konstante Oberflichenladung 0y = —09 =
o. In der straffierten Region befindet sich dielektrisches Material mit konstanter elektrischer
Suszeptibilitit y (siehe Skizze). Berechnen Sie

Vv 5, i. die elektrische Verschiebung Din jeder der 5 Regio-
77 Z nen.

11 X

Zzzz2z27220827727727.. ,

1

ii. das elektrische Feld E in jeder der 5 Regionen.

ii1. die Lage und Grofle der induzierten Polarisationsla-
dungen.

Losung.

(i) Wir berechnen die durch eine einzelne Platte erzeug-

D
te dielektrische Verschiebung. Mit dem Gauf3’schen Satz v 1 D,
erhalten wir fiir die zylindrische Referenzfliiche mit der | | o,
Deckfliiche A (Skizze): v ) o D,
p, X
2AD, = 1A = Dy =01/2=0/2 - N VY

Analog erhillt man D = —o /2. Daraus folgt fiir die
dielektrische Verschiebung in den 5 Regionen nach
dem Superpositionsprinzip. Fiir die Auflenbereiche:
D; = Dy+ Dy =0, Dy = —Dy — Dy = 0. Fiir die |
Innenbereiche gilt aufgrund der Stetigkeit der Normal-

komponente von D: D;; = Dy = Dy = —Dy + Dy = —o.

1l X D,

R S i A

UC:O S
o

(ii) Fiir das elektrische Feld gilt E = D/[go(1 + X)] und somit erhalten wir E; = Ey = 0,

E[[[ = ;—g und EU = E]V = —m.

Die Lage der Polarisationsladungen ist in der Skizze dargestellt. Fiir die Polarisation gilt:

— _, _ _, o N X .
Prv =P =D —¢eoEir= | — — e, =— ;
v II 1 — €olirr [ o+ 1+X} e 1+XJ€

Also gilt fiir den Betrag der Polarisationsladungsdichte:

op=x/(1+x)o



3. Influenzladungen

von oben:
Ein unendlich langer, homogen geladener Draht
y entlang z-Richtung mit (Linien-) Ladungsdich-
ldr2 te A befinde sich in der Mitte zwischen zwei
1 d2 X parallelen, leitenden, geerdeten Platten, die im
, Abstand d voneinander entfernt parallel zur z-z

Ebene liegen.
l
y

X

a) Bestimmen Sie zuerst einen Ausdruck fiir das elektrische Potential eines homogen geladenen
Drahtes entlang z-Richtung mit (Linien-) Ladungsdichte A im freien Raum.
Losung. Wir berechnen zuerst das elektrische Feld mit dem Gauf3’schen Satz: Sei V =
{(x,y,2); 2> +y* <r, 0 <z < L} das Referenzvolumen:

% . — — Q/ E(x’y’z) e
1% €o 2mwegr 2meg x? + y2

=
&
|
N8
&
2

Durch Integration erhdlt man dann

(2% +9%) + (o) = —=B(x,y,2) = —— In [C' (2* + ¢?)]

TEY 4meg

q)(fﬂ,y,Z) = -

b) Betrachten Sie nun das gegebene Problem und bestimmen Sie das Potential im Bereich zwischen
den Platten. Skizzieren Sie die Lage der Spiegelladungen.
Losung. Die Losung des gegebenen Problems erhalten wir durch Einfiihrung von Spiegeldrdh-
ten mit der Linienladungsdichte (—1)"\ an den Stellen v = 0, y = nd n € Z\ {0}. Das
gesuchte Potential ist somit gegeben durch eine Superposition der vom realen Draht und den
Spiegeldriihten erzeugten Potentialen:

O(z,y,2

Z x + (y—nd)Q)}

471'50

Wegen

v (x’g’z> N _4250 _i (=1)"In {C (x2 + (g —nd)2>] _
e e (Bka) | f o

2%k —1 \2
C:z:2+C( 5 d>
k=1

und analog O (z, —‘517 z) = 0 erfiillt ® die Randbedingung ®(z, j:g, z) =0.

c¢) Bestimmen Sie die auf der Platte y = d/2 induzierte Oberflichenladungsdichte o = o(z, 2).
Losung. Die induzierte Oberflichenladungsdichte auf der Platte beiy = d /2 ist gegeben durch:

+ (=1)*'In

= d
o(x,2) = eoE (x,d/2,2) - (0,-1,0)" = —¢ oo (1) =
6’y y:g
_ A (—1)" p — 1 A 1)k (2k +1)d

T T s



[Man erkennt insbesondere, dass fiir v = 0, gilt

d.h., die Influenzladungsdichte ist negativ, was zu erwarten ist.|

4. Elektromagnetische Wellen
Eine linear polarisierte ebene Welle propagiert in z-Richtung und féllt bei z = 0 auf eine ideal
reflektierende Wand (z.B. einen idealen Leiter, €, 1 — o0) in der z-y-Ebene

— —

B (7 t) = Eied® ™t 5 <

a) Welche Stetigkeitsbedingungen miissen an der Grenzflache erfiillt werden?
Losung. Wir bezeichnen mit dem Index n die Normal- und t die Tangentialkomponente des
Jjeweiligen Feldes. Es muss gelten:

b) Welcher Vorfaktor Er in der reflektierten Welle Ere a(rt) = Erei(‘k'F‘Wt), z < 0, garantiert
die Erfiillung der einschldgigen Stetigkeitsbedingungen?
Losung. Da die Welle sich in z-Richtung ausbreitet, ist sie parallel zur z = 0 Ebene polarisiert.
Wegen Etl = E}g muss an der Grenzfliche gelten

— — —

E_:t’z:O = 6: EZ + E, = E, = —FE;

¢) Welcher Druck entsteht im Mittel durch die Reflexion der Welle an der Flidche?
Losung. Wegen

Kraft  Impulsiibertrag

D k = =
rue Fléiche Fliiche - Zeit

2¢(Impulsdichte)

p=2¢(|D x B|) = 2ceo(|E x B)

VxE=-0B = kxFE=wB
1 = - = 2cke =
p=2c50—(|E x (k x E)|) = —= ([E()]) = & E;
w e

=1/2

5. Relativistik

a) Driicken Sie die folgenden Beziehungen so durch Vierer-Vektoren aus, dass ihre Lorentz-
Invarianz deutlich sichtbar ist: Lorentz-Eichung der Potentiale, Dispersionsrelation, Kontinui-
tiatsgleichung, Wellengleichung, Phaseninvarianz einer ebenen Welle.

Losung.

Lorenz Eichung: 0" A, = ¢ 20,® + V-A=0
Dispersionsrelation: k*'k,, = cy*w? — k|2 =0
Kontinuitdatsgleichung: 0" j,, = Owp — V-A=0
Wellengleichung: 0", A, = (0528,52 — A) A, = pojy

Phaseninvarianz: k%, = wt — k-7 = const



b) Eine linear polarisierte ebene Welle propagiert im Bezugsystem K in z-Richtung:
E(F, t) = Eoei(E'F—wt)7 Ey = n o N> 0

Berechnen Sie das Magnetfeld B(7, ¢).
Losung. Wir setzen an:

L. L.k
k x Ey=wBy = By = ——néx
w

¢) Das Bezugsystem K’ stimmt bei ¢ = ¢/ = 0 mit K iiberein und bewegt sich relativ zu K ohne
Drehung mit Geschwindigkeit v in z-Richtung. In K” hat die ebene Welle die Form E'(7,t') =

Eéei(g/'ﬁ_“'t/), und das zugehorige Magnetfeld ist B (7, ') = B%e“’gl T —wt)
i. Berechnen Sie die Frequenz ' in K’.

ii. Berechnen Sie den Wellenvektor k' der ebenen Welle in K.

Losung.
ko w/co Ky v =6 0 0 w/co yw/co
ke | 0 R 8y 00 0 — YBw/co
ke | 0 Ky | 0 0 10 0 0
ks k ks, 0 0 01 k k

iii. Berechnen Sie die Vorfaktoren E/, und B} in K.
Losung. Aus den Transformationsgleichungen fiir Felder folgt:
B}, = oz =0 B, = Boy = —"2

E(,)y = V(Eoy - UBUZ) = Bé)y = W(BOy + U/CgEOZ) =0
Ey, =v(Bo: +vBy,) =0 By, = v(Bo — v/c§EBy,) = — 27

&)

iv. Rechnen Sie explizit nach, dass K , Eg und §6 paarweise orthogonal sind.
Losung. Man fiihre die Skalarprodukte aus

. —YBw/co . 0 . —]L—n
E = 0 E(/) =1 m 6 = 0
k 0 — 281

co

d) In einem Bezugssystem herrsche ein statisches, homogenes elektrisches Feld E parallel zur z-
Achse sowie ein statisches, homogenes Induktionsfeld | B| = 2| E|/co, das in der y-z Ebene liegt
und mit der z-Achse den Winkel 6 bildet.

i. Berechnen Sie das elektrische und das magnetische Feld in einem Bezugssystem K’, das
sich in z-Richtung mit Geschwindigkeit v bewegt.
Losung. Laut Angabe gilt:

. E,y 0 . By 0 o 0
E=1| FE, | = 0 B=\| By | = Bsin6 = — | siné
E, E By Bcos 0\ cosf



Aus den Transformationsgleichungen folgt:
El=FE =0

Ey = ~v(Ey — cofB3) = —vycoSBs = —2vyB cosd
E} =~(Es+ ¢yBy) = yE(1 4 2(3sin )
Bi=B =0

By = (B2 + (8/co)Es) = (v/co)E(2sin6 + 3)
By = ~v(Bs — (8/co)E2) = 2(y/co) E cos 0

ii. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit v des Bezugssystems K", in dem die elektrischen und
magnetischen Felder zueinander parallel sind.
Losung. Wir betrachten die Parallelititsbedingung:

" Bl E!
PP & 2=22«
5= 5~
—2vBE cosf _ YE(1423sin6) —2Bcos 1+ 2Fsind

(v/co)E(2sin6 + 3) 2(y/co)E cos b 2sinf+ 3  2cosf

Daraus erhalten wir eine Gleichung:
2sin 03 + 56 + 2sinf = 0

—54+ /25 — 16sin° 0 4sin 6
= B= =

4sinf 5% /25— 16sin20

Da fiir 0 = 0 auch 3 = 0 gelten muss, erhalten wir als sinnvolle Losung jene mit dem

oberen Vorzeichen:
V25 — 16sin?60 — 5

4sin 6

vV=2¢

Niitzliche Formeln

* Lorentz-Transformation (/X' bewegt sich in z-Richtung)

cot’ x v =06 0 0 xg
' _ ' _ -3 v 00 Z B=uv/co
Y Ty 0 0 10 T v =1//1— 32
4 xh 0 0 01 T3
* Transformation der Felder (K’ bewegt sich in z-Richtung)
El = E; B, =B

Ey =~v(Ey — coffBs) By = y(Ba + (8/co)E3)
Ey = y(Es +cyf8By) By = (B3 — (8/co)Es)
B=F Bl = (Bt x )

Bj =B Bi:7<§L—Cglgx E)

* Integral

1
/ﬁdaz:§ln(a2+x2)+0



