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Repetitorium Analysis II fiir Physiker

Aufgabe 1 Skalarfelder
Welche der folgenden Aussagen fiir die Niveaulinien der Funktion
FiRZSR - flay) =

ist richtig?
O Die Niveaulinien sind konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt M (3,5).

O Die Niveaulinien sind konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt M (-3, —5).

O Die Niveaulinien sind Parabeln mit dem Scheitelpunkt S(3, 5).
O Die Niveaulinien sind Parabeln mit dem Scheitelpunkt S(—3, —5).
O Die Niveaulinien sind parallele Geraden mit der Steigung —3.

3

0O Die Niveaulinien sind parallele Geraden mit der Steigung —¢.

Loésung: Berechnung der Niveaulinien:

ety = ¢
& 3x+5y=Inc
@y:—gx—&—%lnc

Aufgabe 2 Skalarfelder

Gegeben sei eine Funktion f : R? — R mit

flz,y) = 2%y + day

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?
grad f(1,1) =0
grad f(—4,0) =0
grad £(0, —4) =
grad f(0,0) =
grad f(—2,0) =

(

grad f(0,—2) =

Ooooooag

Lésung: grad f = <2x2y + 4y), also grad f(0,0) = grad f(—4,0) = 0.
x° +4x
Aufgabe 3 Identititen aus der Vektoranalysis
Im folgenden gelte als Schreibweise fiir das euklidische Skalarprodukt im R3
aeb:=a’b=ab; + asbs + azbs a,beR3

ANALYSIS 11

Es seien f, g : R® — R hinreichend oft differenzierbare Skalarfelder und V' : R? — R? ein Vektorfeld.

Beweisen Sie folgende Identitéten:
a) div(grad f) =VeVf=Af
b) grad(fg) = V(fg) =gV S+ fVyg
) rot(grad f) =V xVf=0
d) div(rot V) e (VxV)=0
) div(fV) =Ve(fV)=(Vf)eV+ [VeV
) rot(fV) =V x (fV)=fVxV+(Vf) xV
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Loésung: Notation und Bezeichungen

U1
o V= (’02) stetig differenzierbares Vektorfeld:

ay’()g — 8Zv2
divV =V eV =0,v1 +0yva + 0,v3, ot V=V xV = | 0,v1 — 0,v3
8;1)2 — 6yU1

Oxf
o f stetig differenzierbares Skalarfeld grad f = V f = <6y f)
0.1

0. f

b) 0-(fg) = (0-f)g + f(0rg) analog fiir 9,0,
= V(fg) = (Vflg+ f(Vg) =g(Vf)+ f(Vg)

61]" ayazf - azayf
¢) rot(grad f) = rot Oy f = | 0,0.f — 0.0, f | =0, falls f 2-mal stetig differenzierbar
a.f 020y — 0y0, f

ist (Satz von Schwarz)

Ouf
a) div (grad f) = div ( <8yf)) = 0,0, f + 0,0, f + 0,0, f = Af, falls f 2-mal differenzierbar

d) div(fV) = 0x(for) + 8y (fva) + 0:(fvs) " F(Opv1) + (0 flvr + F(Byv2) + (9, F)vz +
F(0,v3) +(0; f)vg = f(Opv1+0yva+0,v3) + (0 f)vr + (Oy flua+ (0, f)us = f-divV +grad fe
V= F(VeV)+(Vf)eV

e) div(rot V) = 0,(0yvs — 0.v2) + 0y (0.v1 — Ozv3) + 0. (0zv2 — Oyv1) Schwarz 0z0yv3 — 050,09 +
0y0,v1 — 0,0yv3 + 0;0,v2 — 0,0,v1 = 0 falls V' 2-mal stetig differenzierbar ist

9y(fv3) — 0=(fv2) f(Oyv3) — f(O:v2) (Oyf)vs — (0= f)v2
f) I"Ot(fV) = az(fvl) - a:v(fv?)) = f(azvl) - f(aazv3) + (azf)vl - (aIf)US = f :
9z (fv2) — 0y(fu1) f(Ozv2) — f(Oyv1) (Ou fv2 = (Oy f)oa
rot V +grad f x V

Aufgabe 4 Wirbelfelder

Fiir ganze Zahlen p seien die Vektorfelder F}, : A — R? auf der offenen Menge A = R?\{(0,0)}
definiert durch

Fy(z,y) = (—g %) mit 7 = /22 + y?

P’
a) Skizzieren Sie das Feld im Spezielfall p = 0.

b) Zeigen Sie mit Hilfe einer Kreislinie um den Nullpunkt, dass es sich um nicht konservative
Felder handelt.

Lésung:

a) Es handelt sich um das in der Vorlesung skizzierte Rotationsfeld f(z,y) = (—y, x)
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b) Man wiihle fiir v eine Kreislinie vom Radius » > 0 um den Nullpunkt mit der Parame-
terdarstellung v(t) = (z(t),y(t)) = (rcost,rsint), 0 < ¢t < 27. Damit erhdlt man das

Kurvenintegral
27 27 _
/(Fp(’y(t)),'y’(t»dt = /(*T% ':E’Jrr% y)dt = / —r:;mt (—rsint)+ r(;c;st -rcost)dt
¥ 0 0
27
=7r?P. /(sin2t +cos?t)dt = 27r* —p
0

Aufgabe 5 Gradientenfelder

a) Sei f ein C'-Vektorfeld auf G C R",d.h. f € C}(G,R"). AuBerdem sei f ein Gradientenfeld.
Zeigen Sie, dass dann auf G die folgende Integrabilitétsbedingung gelten muss:

ofi _ 0f;
833j 8331"

ij=1,...,n

b) Ist eines der beiden Vektorfelder f,g: R? — R?
f@y) =@y—27", gy = (yz—y"
ein Gradientenfeld? Wenn ja, wie lautet das zugehorige Potential?

c) Fiir welche Funktionen g : R* — R ist das Vektorfeld f : R?® — R3

f(@y,) = (2,9,9(2,y,2))

ein Gradientenfeld? Bestimmen Sie das zu f gehorige Potential v : R? — R.
Hinweis: Betrachten Sie die Rotation des Vektorfeldes f.

Losung:
a) f ist ein Gradientenfeld, d.h. nach Definition gibt es ein Skalarfeld v : G — R mit f =

—gradv. Aulerdem ist f € C1(G,R"), somit gilt v € C?(G,R). Nun gilt nach dem Satz von
Schwarz:

fij = —vij = —vji = fjs, ,j=1...n

b) Zu f: Da f1 2 =1% —1 = fo; kann f nach Aufgabenteil a) kein Gradientenfeld sein.
Zu g: Wir versuchen ein Potential v zu konstruieren. Da vy (z,y) = —y folgt, dass v(z,y) =
—xy+hy(y) fii eine beliebige Funktion h; € C'(R, R), die nur von y und nicht von z abhiingt.
Da auch vy (z,y) = y — x gelten muss, folgt, dass v(z,y) = %y2 —xy + ho(z) fir eine beliebige
Funktion hy € C'(R,R). Gleichsetzen ergibt:

1
v(x,y)zxy—;g—l—c ceR



c¢) Da f ein Gradientenfeld sein soll, muss rot f = 0 gelten (rot grad v = 0). Wir berechnen also
die Rotation von f:

0= —rotgradv =rot f = (fa3 — f3.2. f3.1 — fi3: fr2 — f21)" = (—9y, 92, 0)"

Dies impliziert, dass g(z,y,z) = a(z) fiir eine beliebige Funktion « : R — R. Es gelten die
Gleichungen v, (z,y, 2) = —z,vy(z,y,2) = —y und v,(z,y, z) = —a(z). Deshalb kénnen wir
das Resultat folgendermaflen schreiben (fiir eine beliebige Funktion §: R — R) :

o(e,3,2) = —5 (@ +97) + 5(2)

Aufgabe 6 Satz von Stokes

Sei OF der Rand der Fliche F := {(x,y,2) € R32?2 + y? — 22 = 0,2 < 2}, 4 : R3 — R3 das
Vektorfeld definiert durch

A(l’,% Z) = (Sya —xz,yzZ)

und OF werde im Uhrzeigersinn durchlaufen, wenn man in die Richtung der Fldchennormalen
blickt. Berechnen Sie das Integral von A entlang OF zuerst direkt und dann mit Hilfe des Satzes
von Stokes.

Losung: Bei der Flidche F' handelt es sich um einen Paraboloid. Der Rand OF von F' wird durch
die Kurve v beschrieben.

v :10,27] — R3, Y(p) := 2(cos @, sinp, 1)

Die direkte Berechnung liefert:
2

27
[ Adz = [(6sin¢p, —4cosp,8sinp)? - (—2sing,2cosp, 1)Tdp = — [ 12sin® ¢ + 8cos? pdp =
oF 0 0

27
— [8+4sinpdy =—207
0

Um nun den Satz von Stokes anzuwenden, berechnen wir die Rotation des Vektorfeldes A und
finden rot A = (2% + 2,0, —z — 3). Die Fliche F hat folgende Parametrisierung:

1
f:100,2] x [0,27] = R3, f(r,) := (rcosp,rsing, §r2)T

Man berechne f, = (cos p,sing, )T, f, = (—rsinp,rcosp,0)T und f,.x f,, = (—r? cos p, —r?sin p, r

Somit folgt:
27

2 2
[rot A-dF = [ [(§r*+rcosp,0,—3r*=3)T-(—r?cos o, —r?sinp,r)T dpdr = — [ 6
F 00 0

1
5 17 cosp+

2
r3 cos? ¢ + %r3+3rd<pdr = 7fT37F+7’37T+67’7TdT: —8m — 127 = —207
0

Aufgabe 7 Satz von Stokes 2

a) Integrieren Sie die Rotation des Vektorfeldes A : R3 — R3, A(x,y,2) := (2y, 3z, —22), iiber
die Oberfliche F' der oberen Hilfte z > 0 der Kugel vom Radius 3.

b) Bestimmen Sie das Integral der Rotation des Vektorfeldes A : R® — R3, A(z,y,2) = (x —
2,23 4+ yz, —3xy?), iiber die Oberfliche des Kegels

K :={(v,y,2) €R}|z =2~ /a2 + 42,2 > 0}.

)E



Lésung:
a) Wir parametrisieren der Rand OF der Fliche durch die Kurve

7v:[0,27] = R?, 4(p) := (3cos p,3sinp,0)"

so dass ) )
JrotA-dF = [ A-dx= [(6sing,9cosp),0)T - (=3sinp,3cosp,0)Tdp =9 [ 3cos? o —
F oF 0 0

2sin? pdp = 9
b) Der Rand von K kann durch die Kurve
E:[0,27] — R3, E(p) := 2(cos ¢, sin g, 0)

parametrisiert werden. Damit ergibt sich
2

frotA-dK = [ Adx = [(2cos¢p,8cos® p, —24sin? pcosp)? - (—2sinp, 2cos p,0)T dp =
K oK 0
2m
16 [ cos*pdp =127
0
Die Berechnung von cos* ¢ kann entweder durch partielle Integration erfolgen:

27

2m
1 3
/cos4g0dg0: [4 <sin<pcos3<p+ 2(90—&-sin<pcos<p))]

0

oder mit Hilfe der Formel
cos™ —ii ") cos ((n — 2k)p) eN
Y=o ) cos((n ® N
k=0
Aufgabe 8 Satz von Gaufs

a) Integrieren Sie das Vektorfeld A : R® — R3, A(z,y, 2) := (422, —y?, yz) iiber die Oberfliche
des Wiirfels [0, 1]3.

b) Berechnen Sie das Integral des Vektorfeldes A : R? — R3, A(x,y,2) := (23,93, 23), iiber die
Oberfliche der Kugel vom Radius R > 0.

Lésung:
a) Es sei W der angegebene Wiirfel. Da div A = 4z — y liefert der Satz von Gau8, dass
111
JA-dW = [divAdz= [ [ [(4z—y)dadydz=3
14% ow 000

b) Die Divergenz lautet div A = 3(22,42, 22)7, also in Kugelkoordinaten +A = 3r2. Es gilt:

T 27

R
12
/dF:/divAds:///r2sin193r2dg0d19dr:gﬂRE’
F M 0O 0 0

Aufgabe 9 Fourier-Reihe

Essei 0 < a < 27 und f(z) =1, falls 0 < = < a gilt, sowie f(x) = 0, falls a < x < 27 gilt. Die
Werte f(0) und f(a) kénnen beliebig sein. Sodann sei mittels f(z +27) = f(x) die Funktion f auf
R periodisch fortgesetzt. Bestimmen Sie die Fourier-Koeffizienten von f.



Loésung: Fourier-Koeffizienten fiir n € Z:

a

1 a
(m)dx—%/dx—g
0

Cp = i e~ T qp = i 7i67inz ¢ _ 1-— eiina
2 2T mn 0 2min
0

Aufgabe 10 Fourier-Reihe

&
|

|-

. o\:‘w
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Berechnen Sie die Fourier-Reihe der Funktionen
a) f(z) = [sinz|
b) g(z) ==z fir 0 <z < 2w

Losung:

a) Die Fourier-Koeffizienten der Funktion f sind

27
1 .
en=— [ e "™ dux
27
0
Cn = %fsinm e Jp = ﬁ j‘((em _ e—w;)e—zn:v dr = ﬁ fe—z:p(n—l) _ e—m(n—H) dz =
0 0 0
T
1 1 e—ix(n—l) _ 1 e—ir(n+1)
2mi | —i(n—1) —i(n+1) 0
Fiir ungerades n ist dieser Term gleich null und fiir gerades n gilt:
_(__2 2 \_ _1_2
Cn = n—1 + n+1 /) — T n2—1

Die Fourier-Reihe konvergiert gleichméflig gegen f, da die Funktion stetig und stiickweise
stetig differenzierbar ist. Mit n = 2k gilt dann:

, 1 = ek 1 =\ cos(2kx
|sinal :—527,{2,% =— (2= @1
—oo k=1 4

b) Fiir den Fourier-Koeflizienten ¢y von f erhilt man

27

1
00:—/xdxt:7r
2w

0

Zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten ¢,, mit n # 0 verwendet man partielle Integration:

27 27
. 1 _. 2 1 . 2T
2mc, = | xe” "™ dr = —e mmxo +— [ eT"™dr=——
—in n n
0 0

Somit lautet die Fourier-Reihe von f

oo o0 ; — o0 .
ina L sin(nx)
E e =1 — E — =712 E
in n
n=—infty n=1 n=1



