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1 Induktion

1. Man zeige fiir n € N:

n

1
Zkz = 12—|—22—|—---—|—n2:En(n—l—l)(Zn—i—l)
k=1

Induktion iiber n.
(TA) 12=3-1-(1+1)-(2-1+1) v
(IS) SptH k2 tone(n+1)-2n+1)+(n+1)* = (n+1)-(gn-(2n+1)+(n+1)) =

A(n

V)
Lon+1)-(n-2n+1)+6n+6)=3%-(n+1)-(n+2)-(2n+3) O
2n2—:;n+6

2. Man zeige fiir n € N und = € R\{1}:

‘ k 1— 22"
11 (1+x2 ) =14+2)1+22)Q+2Y) - 1+27) = —
—x
k=0
Induktion iiber n.
; o 2y _ 2 3 _ 1-x*
(TA) Linke Selte.4(1+x) (I42%) =14+ +2° = T%
Rechte Seite: ll_ji v
1 k _ 2"‘”‘ n+1 _ 27L+2
(18) Thi (1422 ) o - 1+ = 155 O
(v)
3.|Seien a € R und die Zahlen a1, as, as, ... rekursiv definiert durch a; := a und
a ..
Opg1 = ﬁ fir n=1,2,3,...




a
b
¢

)
)
)
d)

e)

f)

Warum ist diese rekursive Definition sinnvoll?
Man berechne jeweils a1, ag, a3, aq fiir a =2, =1/2 und a = 1.
Sei a > 0. Man zeige a, > 0 fiir alle n € N und dann a3 > as > as > aq4 > ---.

Wie ist a zu wihlen, damit fiir alle natiirlichen Zahlen n die Beziehungen a, > 0
und a, > ap4+1 gelten? (Beweis!)

Fiir welche Wahl von a kann in Nr. 3d “>” jeweils durch eine der Relationen “<”,
“=" oder “<” ersetzt werden? Wie lauten die a, im Fall “="7 (Beweise!)

Sei a > 0. Warum sind die Zahlen b1, bo, b3, ... durch

1
b, .= — fur ne N
Qn

sinnvoll definiert? Man stelle eine Rekursionsformel fiir die b,, mit einem geeigneten
“Startwert” b, by := b, auf.

a) Die Terme dieser Folge wiirden bei expliziter Konstruktion fiir grofe n viel zu
kompliziert werden. Die rekursive Darstellung bleibt dagegen kompakt.

a aq a9 as ay

2 2 2/5 10/29 290/941
1/2 1 1/2 2/5 10/29 290/941
1 1 1/2 2/5  10/29

¢) Beweis durch Induktion iiber n.

TA)n=1 a3=a>0 v

an
IS) apy1 = — <a O
( ) n+1 1+ a,i > Un

~—

>0

————
>1

d) Fiir a > 0 folgt a, > 0Vn € N wie oben.
e) Fiir “<” und “<” wie oben, nur muss beachtet werden, dass wegen des Vor-

zeichens nun a,4+1 > a, (> ay) gilt.

2
f) by = LVn €N bpyy =110

n

2 Reelle Zahlen, Intervalle

.| Schon die Pythagoréer des 5. Jahrhunderts v. Chr. erkannten, dass es auf jeder Strecke
Punkte gibt, die diese in keinem ganzzahligen Verhiltnis teilen, z.B. die Punkte des
goldenen Schnittes. Ein Punkt P teilt eine Einheitsstrecke OF gemifs dem goldenen
Schnitt, wenn fiir die Lingen h = OP und 1 — h = PE gilt:

1/h=h/(1—h), also h®=1—-h (%).




Man zeige mit Hilfe von Satz 24 aus der Vorlesung, dass genau ein h > 0 mit der
Eigenschaft (x) existiert. Warum gilt fiir g := h~!

g2:1+g, g=1+h?

g heilt goldener Schnitt. Man zeige, dass g keine rationale Zahl ist.

WP g h—1=0=ho=—EH 145

h kann nicht negativ werden (da Strecke) und /5 ist eindeutig.
g=t=nt=2r=>01-h) t=h=g-—hg=h=g=1+h

h2
_ 1 _ h+l _ h>4h _ 1 _ 1 _ .2
ltg=1l+s =" =T ===z =Y

Zur Irrationalitéit von g: Angenommen, g wire eine rationale Zahl. Dann kénnten
wir sie als a/b mit a,b € N und teilerfremd schreiben.

a 1 a+bd 9 9 5 _Q b
=—-=14-= =a°=ab+ b= —b)=bv=-=
9=71 —l—g " a® = ab+ a(a —b) il

Das impliziert aber, dass a/b zu b/(a — b) gekiirzt werden konnte, was ein Wider-
spruch zu a und b teilerfremd ist.

.| Warum bilden die Intervalle

I - [n—l n+1

)
n n

], n=1,23...

eine Intervallschachtelung? Man bestimme

(%

neN
Zeige die Intervallschachtelungseigenschaften von I, := [ap,b,]. Wenn apy1 > ay
und by,41 < by, dann gilt I, C I,Vn € N.
_ n _ nn-1) _ n-1 n—1 __
Un+1 = 737 = 2—1 = n—1/n > T = 0n
__n_ _nntl) _ ntl n+l _
b1 =359 = 01 = et > w = On

an=""1<1¥neN b,="H>1VneN

Damit
{1}c (N In
neN

”

und wegen der Einpunktigkeit gilt auch “=" an stelle von “C”.




3. Fiir die Menge M := {z,, : n € N} mit

n+1

1
W ::ZH’ n=123,...
k=2
finde man, beginnend mit a; = 1/2 und by = 1 eine Intervallschachtelung I,, =
[an,bn], n = 1,2,3,... derart, dass die b, obere Schranken und die a,, keine oberen

Schranken von M sind. Man zeige dazu zunéchst fir m > n:

m+1 1 m+1 1 1
0<am—wn= 3 5< 2 si<m
k=n+2 k=n+2

Anmerkung: Die Zahl sup{z, +2:n € N} =sup{a, +2:n € N} =inf{b, +2:n € N}
wird mit e := exp 1 bezeichnet. Es gilt somit:

(I ={e-2}

neN
m+1 1 m+1 1 m+1 1 m+1 1
0 < —n= ZH: Z 1.-9..... k:< Z 2.9..... 9 Z ok—1
k=n+2 k=n+2 E=n42 \— e’ k=n-+2
k—1 mal
il 1 1 1 1 11 1
) ittt T Ittt

k=n+2

1 1— s 1 1 1
:2n+1' 1_% :2n+1'2'(1_2m—n)<27n

Definiere also a,, := x,, und b,, := xn—i—%. Daz, < zpt+1Vn € Nund 41—, < %,
bilden die a, und b, auf diese Art eine Intervallschachtelung.

3 Komplexe Zahlen

1.| Man stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form a + bi dar.

94 14 i\*

2—1i’ 1—2




o Vi=a+bi= Vi =i=a?—b+2bi= o =P A2b=1=Vi=1(1+i)

Gegeben seien die komplexen Zahlen z; = 2437 und 23 = 1—7i. Man stelle die folgenden
komplexen Zahlen in der Form a + bi dar.

21 21
z1+ 22, 21— 22; 2122, —; —
) 22

Ferner berechne man den Betrag jeder der fiinf Zahlen.

2. ® 2| + 290 =3 — 41, ’21+22’:5
e 21 —z9 =1+ 104, ’21—22‘2\/101
o 212 =23 11i, |21 2| = 5v/26

z1 19 17,z V26
® = 5 Tk ’22|_ 10
o (2) = 19 _ 17, |§|_\/26
=) = 750 5% 1%l T 10

.| Man 16se die folgenden quadratischen Gleichungen in C.
a) 22=-3+4i

b) 22—-224+5=0

c) 422 +4(1+4)z+3—-2i=0

o a? —b? 4+ 2abi=-34+4i=>2=—-1-2i, 20=1+2i
EEVAS =149

® 212 =
—4—44)+ 2i—(48—321 —4—44 i ; .
.2172:( i) gz (48 3@): 44z:|:(8:i:(4-l-8z)):>2:1:%7 2’2:—1—%Z
4 Folgen

1. Man bestimme die Grenzwerte

1+4)nd—2n2+1
fim LEOW =20+ L (/nd g 1207 + 1—n242), lim (V0 + 10003 + 50—n?)

n—o0 (1 — i)n3 —1 n—oo

(1+i)n3—2n2+1 (A+9)—2/n+1/n% _ 144

o limn—oo Ty = iMoo Sy~ = 10 = 0



2_32
o Vit 122 +1—(n*—2) =222
a+b
N’
a b
nt+12n2+1-4-—n'+dn? _ 16123
VnA+12n2+1-2+n? VnA—12n2+1-2+n?
_ 2
16—3/n 16 _ g
V/14+12/n241/n4—2/n241 V1+1

6 3 3 _ nS4100n3+50-nf _ 100+50/n3 100 _
o vn® 4 100n° 4 50—n° = . = — =50
Vi + T VnO+100n3+50+n%  |/14+100/n3+50/nb+1 2

2.|Fir a,b > 0 berechne man

lim Va™ + bn

n—o0

Betrachte zunéchst a # b. Sei 0.E. a > b, sonst benenne sie um.

b n
lim Va*+b* = lim a- |1+ <) =a
n a

n—00 n—o0
——
<1

Sei nun a = b.

lim Va" +b" = lim aV2=a

n—odo n—oo

.| Fiir a > 0 und den Startwert zp > 0 sei die Folge (z,,) durch die Rekursionsformel

1 a
Tn+1 ::5 fl?n‘i‘a >

n=0,1,2,... definiert.

a) Fiir a = 2 und x¢p = 1 berechne man z, x5 und z3.
b
¢

d

Man zeige durch vollsténdige Induktion: z;,, > 0 fiir alle n € NU {0}
Warum gilt =, > /a fiir alle n € N?

Man zeige, dass die Folge x, x2, x3, . .. monoton fallend ist. Warum konvergiert die
Folge (z,)?

e) Man finde den Grenzwert der Folge (zy,).

)
)
)
)

a)

R B G
Eh M Ty Ty T 408
b) Beweis durch Induktion.
(TA) x > 0 nach Voraussetzung v
N
(IS) LTn+1 = 5 Ip +ﬁ >0 v
~
>0 A




c) Beweis ebenfalls durch vollstiandige Induktion.

2
(TA) i = (20 + 55)* = § (l“% w(m) + 2a>

2 4
_a 4 &°17%
2 + 422
Z . . " 1 a2+x% > a
u zeigen ist also ¢ > 9
2 4
Betrachte dazu 0 < (a — x%)Q =a?— an% + :Ué = a2 4 :1:6L > Zax% =2 :2% >
0
a2+x8 2
2(1 = 4&73 Z 5

2
(IS) 0 < (zn, — Va)? =22 —2x,/a+a = 2/a < %:mn—&—ﬁ:?xn“
= Tny1 > Va
d) Von oben wissen wir, dass x, > y/a¥n € N. Daraus folgt, dass a < 2 und
damit & an:xn—FIin §2xn:>xn+1:%<xn+x%> <z,Vn eN

Tn
Die Folge ist also nach unten beschrankt und monoton fallend. Nach Satz 55

der Vorlesung muss sie damit konvergieren.

e) Da x, konvergiert, ist sie eine Cauchyfolge und damit gilt Ve > 0dN €
N: |zpt1 —2p] < 55=Vn >N

2x0
.2 2
|xn+1 _xn’ = ’%(xn"i‘ ﬁ) _xn’ = ‘an - %L‘ = az;jﬁ = IQnIna = x?z —a<
T N

ro — o

.| Fiir die nachstehenden Folgen (a,) C R finde man — ggf. in R — den Limes superior, den
Limes inferior und alle Haufungspunkte. Im Fall der Konvergenz oder der uneigentlichen
Konvergenz bestimme man den Grenzwert.

Gp:=Vn3+n2+n—n

a)

b) a, := (—1)"2—__&

¢) an = ((-1)" +1)2=]

d) an := {/3"+ ((-1)" +1)5"

liminf limsup H&aufungspunkte Grenzwert
(1) 00 00 - 00
(2) -1 +1 +1 -
(3) 0 00 0 -
(4) 3 5 3;5 -

a) an:=vVni+nZ+n—n=n-(y/n+1+1-1)—
WahleVEeN, N >k: a, > kVn>N
2n—1

b) agn — T — 1
—(2n+1
a2pt+1 = gn—}—l ) — —1




c) agp, =4n — 2 — 0
a2p41 =0 —0

d) ag = X3 257 =5- ¥/(3)"+2 5
Qong1 = V32 =3

. Die Folge (ay,) sei durch ag := 1 und a,11 := (14+a,) ! fiir n € NU{0} rekursiv definiert.
Man bestatige 1/2 < a,, < 1¥n € NU {0}, beweise

A\™
’an - am’ < (§> |an—m - aO’

fiir m,n € N mit n > m, zeige die Konvergenz der Folge unter Verwendung des Cauchy-
Kriteriums und berechne ihren Grenzwert.

(an), a0 =1, any1 = (1+a,) "} =

Behauptung: % <a,<1VneN
Induktion: n =0: = >1

5 11+1 ?
igan+1§1:>§§1+an§1\/
lap, — am| < eVn,m> N
Seio.Bd.A. n>m>1.

_ 1 _ 1 _ Iamfl_anfl‘
|an o am| - ’1—‘-(1”71 14am—1 - (1+an—l)‘(1+am,—1)

|an71_am71|
(I+ap—1)-(1+ am—1

3 3
23 23

< (5)" lan-m—aol < (5)" - 3
Sei € > 0 vorgegeben. AN € N mit gﬂ%)m : % < ¢ fiir alle m > N, da (%)m =0
= Vn,m > N gilt: |a, —an| < (3)" -3 <e

= Cauchy-Kriterium =- Folge konvergiert.
_ V51
=2

) < %‘an—l - CLm—l‘

a=+ a+a’>-1=0—ua 3

14+a




