O Resonanz

Dieser Versuch stellt einen Grundlagenversuch dar, bei dem Sie anhand eines Drehpendels
das grundlegende Phénomen der harmonischen Schwingung und Effekte wie resonante
Anregung studieren kénnen. Durch Erweiterung auf einen anharmonischen Oszillator
konnen Sie zudem das Verhalten eines chaotischen Systems kennen lernen.

(1) Drehpendel-Scheibe mit Flansch zur Drehmomentmessung
(@) Ruickstell-Federn

(3) Dauermagnete fiir Wirbelstromdampfung
@ Dampfungseinstellung

@ Schrittmotor mit Exzenter

(6) Schrittmotor-Bedienpult

(?) Winkelsensor firr Drehpendel
Winkelsensor fir Pendel-Antrieb

(9) Kraftmesser

Messing-Zusatzgewicht

@ Messung des rickstellenden Drehmoments

9.1 Einleitung

Schwingungsphénomene treten in mannigfaltiger Weise in der Natur und der Technik
auf. Wahrend dies in manchen Féllen offensichtlich ist, wie bei der Schwingung einer
Gitarrensaite oder der unerwiinschten Schwingung eines gefederten Fahrwerks, stecken
insbesondere hinter vielen Naturphinomenen verborgen Schwingungen, oft auf mikro-
skopischer Ebene. So wird z.B. Lichtstreuung, die das Blau des Himmels verursacht,
durch eine von der Lichtwelle erzwungene Schwingung der Elektronen der Luftmolekiile
verursacht. In vielen Féllen handelt es sich dabei nur ndherungsweise um harmonische
Ostzillatoren bzw. die Auslenkungen sind so klein, dass die Schwingung trotzdem néhe-
rungsweise harmonisch ist.

Das bei diesem Versuch verwendete Drehpendel stellt ein makroskopisches mechanisches
Modellsystem dar, bei dem Schwingungsphénomene untersucht werden kénnen. Die Er-
gebnisse sind aber prinzipiell auf alle anderen schwingungsfahigen Systeme tibertragbar,
auch wenn sich diese z.B. auf atomarer Grofenskala bewegen.

9.2 Physikalische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die notwendigen Grundlagen, insbesondere auch die mathema-
tischen rekapituliert werden. Dabei soll alles gleich am konkreten Beispiel des Versuchs-
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9 Resonanz (RES)

Drehpendels dargestellt und die entsprechenden Grofsen (also fiir eine Drehschwingung)
verwendet werden.

9.2.1 Gedampfte Eigenschwingung des harmonischen Oszillators

Ein schwingungsfdhiges mechanisches System besteht im einfachsten Fall aus einem Kor-
per, der eine Massentriagheit oder (wie in diesem Versuch) ein Tragheitsmoment besitzt,
und einem riickstellenden System, das den Korper bei Auslenkung in die Gleichgewichts-
lage zuriicktreibt. Dazu iibt das riickstellende System eine Kraft oder ein Drehmoment
auf den Korper aus. Ein einfacher aber wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn der Betrag
des riickstellenden Drehmoments Mg direkt proportional zur Winkelauslenkung ¢ ist':

Mgp =—-k-¢ (9.1)

Das negative Vorzeichen zeigt an, dass das Drehmoment immer entgegen der Auslen-
kungsrichtung wirkt. k£ nennt man die Winkelrichtgréfse. Wird das Drehpendel aus seiner
Gleichgewichtslage ausgelenkt und anschlieffend sich selbst iiberlassen, so fiihrt es ei-
ne Bewegung aus, welche im Vorhandensein einer Dampfung (oder Reibung) mit der
Zeit abklingen sollte. Um diese Bewegung quantitativ zu erfassen, miissen alle wirkenden
Drehmomente betrachtet werden. Aulier My wirken dabei noch zwei weitere Drehmo-
mente:

Mt =-0-¢ Triagheitsdrehmoment, das der Winkelbeschleunigung ¢ entgegenwirkt
Mp = —v-¢ Dampfungsdrehmoment, das der Winkelgeschwindigkeit ¢ entgegenwirkt

© bezeichnet dabei das Tragheitsmoment des Drehschwingers und v die Démpfungs-
konstante. Wir gehen von einer Dampfung aus, deren Betrag direkt proportional zur
Winkelgeschwindigkeit ¢ ist, was bei der im Versuchsaufbau verwendeten Wirbelstrom-
bremse auch tatsichlich zutrifft. Dies gilt jedoch nicht fiir alle Arten von Reibung.? Die
Summe aller Drehmomente muss zu jedem Zeitpunkt verschwinden:

MT + MD + MR =0 (9.2)

Setzt man nun die einzelnen Ausdriicke fiir die Drehmomente ein, so erhdlt man als
Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung ¢:

O +vp+kp=0 (9.3)

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, zu deren Losung
die Mathematik eine geschlossene Theorie bereitstellt. Hier sollen jedoch nur knapp die
Ergebnisse rekapituliert werden:

Bereits im Hinblick auf die Losung der Differentialgleichung bietet es sich an, eine Ab-
klingkonstante A = ~/(20) einzufithren, deren Wert verschiedene Bewegungszustinde
charakterisiert. Bei A2 > k/© (d.h. sehr starke Diampfung) liegt der sogenannte Kriech-
fall vor, bei A2 = k/© spricht man vom aperiodischen Grenzfall, bei dem der ausgelenkte
Ogtzillator in der kiirzesten Zeit die Gleichgewichtslage erreicht. Im Rahmen dieses Ver-
suchs wollen wir uns auf den dritten Fall A2 < k/© beschriinken, den Schwingungsfall, der

'In Systemen, die sich nicht so verhalten, die also dieses lineare Kraftgesetz nicht erfiillen, kann man die
riickstellende Kraft als Taylorreihe (Potenzreihe) um die Gleichgewichtslage entwickeln. Das erste,
nichtverschwindende Glied ist der lineare Term. Man kann das System (zumindest fiir hinreichend
kleine Auslenkungen) damit ndherungsweise trotzdem als harmonischen Oszillator behandeln.

2@leitreibung ist z.B. von der Reibungsgeschwindigkeit weitgehend unabhingig.
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9.2 Physikalische Grundlagen

bei hinreichend kleiner Dampfung auftritt. Die Losung der Bewegungsgleichung lautet
dann:

Peigen(t) = o - exp (—At) - cos(wot) (9.4)

Die Losung ist also eine exponentiell abklingende sinusférmige Schwingung, die durch

die Eigenfrequenz fy = wp/27 und durch die Abklingzeit 7 = 1/\ charakterisiert wird.
Fiir die Eigen-Kreisfrequenz gilt dabei:

k
w0:27'("f(): 6—)\2
Die Abklingzeit 7 ist diejenige Zeitdauer, in der die Amplitude auf den e-ten Teil abgesun-
ken ist. Haufig verwendet man auch die Halbwertsdauer 7} /5, nach welcher die Amplitude

auf die Halfte abgefallen ist. Zwischen diesen Grofen gilt der Zusammenhang:

1 T
A In2

Besonders hervorzuheben ist, dass die Eigenfrequenz nur von den Pendelparametern ©, v

und k abhéngt, aber nicht von der Amplitude, mit welcher das Pendel schwingt. Dies ist

die wichtigste Besonderheit von harmonischen Oszillatoren, die immer durch eine lineare

Bewegungsgleichung beschrieben werden.

9.2.2 Erzwungene Schwingung des harmonischen Oszillators - Resonanz

Nun soll durch ein duféeres, periodisches Drehmoment das Drehpendel zu Schwingungen
angeregt werden. Wir gehen dabei von einer sinusférmigen Anregung mit der beliebig
einstellbaren Kreisfrequenz w aus. Unabhéngig von der technischen Realisierung kann
dies in der Bewegungsgleichung durch einen zusétzlichen Term beschrieben werden:

690 + '790 + kSO = Mext : Sin(Wt) (95)

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Als allgemeine
Losung dieser Differentialgleichung erhilt man® (wieder fiir A2 < k/0):

o(t) = A(w) - sin(wt — @) 4+ C - exp (—At) - cos(wot — ) (9.6)

Der zweite Term stellt die geddmpfte Eigenschwingung dar und ist nach einer hinreichend
langen Einschwingzeit vernachléssigbar. Dieser Einschwingvorgang besitzt dieselbe Zeit-
konstante wie das Ausschwingen des Pendels ohne dufseren Antrieb. Beschrinkt man sich
auf den iibrigbleibenden Teil der Schwingung so kann man schreiben:

(Perzwungen(t) - A(w) . sin(wt — (I)) (97)

Man erkennt, dass das Pendel dann mit der (Kreis)Frequenz w des duferen Antriebs
schwingt aber um den Phasenwinkel ® der anregenden Schwingung hinterhereilt. Interes-
sant ist nun insbesondere der von der Anregungs-Kreisfrequenz abhéngige Amplituden-
faktor A(w). Diesen kann man erhalten, indem man den Ausdruck fiir Qerzwungen(t) in
Gleichung 9.5 einsetzt, es ergibt sich:

_ Mext
\/@2(0.13 —w? + A2)2 + 4202

A(w) (9.8)

3Die allgemeine Losung der Differentialgleichung 9.5 setzt sich zusammen aus der Lésung der homogenen
DGL 9.3 und einer partikuldren Losung der inhomogenen DGL 9.5. Dieses Verfahren ist durch die
Eigenschaft linearer Systeme moglich, Superpositionen einzelner Losungen zu erlauben. Dies bedeutet,
dass sich verschiedene gleichzeitig angeregte Schwingungen nicht gegenseitig beeinflussen.
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9 Resonanz (RES)

wo ist wieder die Kreisfrequenz der geddmpften Figenschwingung. Fiir die Phasendifferenz
d folgt:
wy
O(w —w? +22)
Erzwungene Schwingungen sind mit einem bekannten Phénomen verbunden, das direkt
aus der Gleichung 9.8 abgelesen werden kann, ndmlich dem Phénomen der Resonanz oder
resonanten Anregung. Die Amplitude erreicht bei der Resonanzkreisfrequenz

[k
Wres = 6 —2)\2 = W(Q) — A2

_ Mext

20 - X - wy
Bei verschwindender Abklingkonstante A (also bei verschwindender Dampfung) erreicht
diese Amplitude im Prinzip beliebig grofte Werte, wobei dann eine Zerstorung des schwin-
gungsfiahigen Systems eintreten kann (Resonanzkatastrophe). Fiir kleine Ddmpfungen gilt
zudem:

tan(®) =

einen Maximalwert von:

A(Wres)

Wres X wo = 1/ k/O

Tragt man nun A(w) gegen w auf, so erhdlt man die sogenannte Resonanzkurve (siehe
Abb. 9.1). Man sieht, dass die Kurve nicht symmetrisch beziiglich der Resonanzfrequenz

\
e

(;‘)I'ES
Abbildung 9.1: Die Resonanzkurve.

ist. Eine zentrale Grofse, durch die eine Resonanzkurve charakterisiert wird, ist dabei die
sogenannte Halbwertsbreite. Diese ist ein Maf fiir die Breite des Resonanzmaximums.
Eine kleine Breite bedeutet, dass die Resonanz sehr scharf wird, man muss dann bei der
externen Anregung die Resonanzfrequenz hinreichend genau treffen, um in den Bereich
grofer Schwingungsamplituden zu gelangen. Bei der hier betrachteten Resonanzkurve
der Oszillator-Amplitude* A(w) wird die Halbwertsbreite allerdings nicht beim halben

‘Eine andere Darstellungsweise ist die Auftragung der im Oszillator gespeicherten Energie iiber der
Anregungsfrequenz. Die gespeicherte Energie skaliert dabei quadratisch zur Oszillatoramplitude, da
die in den Riickstellfedern gespeicherte potentielle Energie quadratisch von der Oszillatorauslenkung
abhéingt. Bei der Auftragung dieser Energie wiirde dann die “echte” Halbwertsbreite, also die Breite
beim halben Maximalwert abgelesen werden.
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9.2 Physikalische Grundlagen

sondern beim 1/v/2-fachen Maximalwert abgelesen (siche Abb. 9.1). Die gesamte Halb-
wertsbreite wird dabei mit 2 - Aw bezeichnet, sodass Aw die Hilfte dieser Breite angibt.
Unter der Bedingung hinreichend kleiner Dédmpfungen kann man zeigen, dass das oben
definierte Aw gleich der Abklingkonstanten A ist:

Aw =\ (9.9)
Betrachtet man statt A die Abklingdauer 7 so ergibt sich folgende, fundamentale Formel:
TAw =1 (9.10)

Fiir den bisher betrachteten Sachverhalt bedeutet dies, dass ein starkerer gedampfter Os-
zillator mit kleiner Abklingdauer (der Eigenschwingung) eine breite Resonanzkurve be-
sitzt, ein schwécher geddmpfter Oszillator mit langer Abklingdauer hingegen eine schmale
Resonanzkurve.

Die Resonanzkurve beschreibt jedoch prinzipiell nicht nur das Verhalten des Systems
bei duflerer Anregung, sondern auch das emittierte Frequenzspektrum, wenn im System
gespeicherte Energie aufgrund der Dampfung an die Umgebung abgegeben wird. Hierin
liegt die grofse Bedeutung von Gleichung 9.10 fiir viele Ph&nomene in der Physik, so
fiihren z.B. angeregte Atomzustdnde mit kurzer Lebensdauer beim elektromagnetischen
Ubergang zu breiten Spektrallinien des emittierten Lichts, wihrend langlebige Zusténde
zu scharfen Linien fiihren.

9.2.3 Anharmonischer Oszillator / Nichtlineares System

Wir wollen nun von der bisherigen Voraussetzung abriicken, dass wir es mit einem har-
monischen Oszillator bzw. mit einem linearen System zu tun haben. Prinzipiell kann
dies auf unterschiedliche Weise geschehen und wird bei realen physikalischen Systemen
von verschiedenen Effekten verursacht. Am konkreten Versuchsaufbau erreichen wir eine
Nichtlinearitat durch Anbringen eines Zusatzgewichts (Masse m) am Rand der Oszilla-
torscheibe (Abstand R zur Drehachse). Da die Schwerkraft (Schwerebeschleunigung g)
stets senkrecht nach unten wirkt, fiir das Drehmoment jedoch nur die Kraftkomponente
senkrecht zum Hebelarm wesentlich ist, ergibt sich fiir dieses zusétzliche Drehmoment
eine Abhéngigkeit vom Sinus des Auslenkwinkels:

Mz=m-g-R-sinp=k-sing (9.11)
Ergénzt man nun (vorzeichenrichtig) die Gleichung 9.5 um diesen Term, so erhélt man:
OP + 7P + ko — Ksin p = My sin(wt) (9.12)

Durch den Sinus des Auslenkwinkels ist Gl. 9.12 nun nichtlinear in . Es handelt sich
um eine nichtlineare inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung. Diese Gleichun-
gen sind nun mathematisch i.a. nicht mehr geschlossen losbar, sie konnen entweder nur
noch numerisch oder unter gewissen Randbedingungen mit Hilfe von Néherungen gelost
werden.

Entscheidend ist insbesondere auch, dass die Schwingungsfrequenz nun von der Schwin-
gungsamplitude abhingen kann. Zudem kénnen Schwingungen entstehen, die sich aus
verschiedenen, miteinander verkoppelten Frequenzkomponenten zusammensetzen.
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9.2.4 Chaotisches Verhalten

Intuitiv wiirde man von einem einfachen mechanischen System mit wenigen Freiheitsgra-
den, wie es z.B. das Versuchspendel offensichtlich darstellt, eigentlich ein iibersichtliches
Verhaltensmuster mit einem jederzeit vorhersagbaren und berechenbaren Bewegungsab-
lauf erwarten. Solange es sich um ein lineares System handelt ist dies auch der Fall,
wie man an Losung 9.6 erkennen kann. Nach einem Einschwingvorgang fithrt das Pen-
del immer den gleichen Bewegungsvorgang aus. Dies kann sich jedoch bereits mit der
Einfiihrung einer nichtlinearen Groéfse &ndern. Da wir uns bei diesen Betrachtungen im
Rahmen der klassischen Mechanik bewegen (also keine quantenmechanischen Phanomene
berticksichtigen), ist zwar jede Bewegung deterministisch und daher im Prinzip berechen-
bar (wenn auch evtl. nur numerisch), allerdings konnen (beliebig) kleine Anderungen der
Startbedingung in endlicher Zeit zu vollig verschiedenen Bewegungszustanden fithren. Da
man die Startbedingungen aber immer nur mit endlicher Genauigkeit kennt, fiihrt die-
ses Verhalten praktisch dazu, dass der Bewegungsablauf nicht mehr vorhersagbar wird.
Dieses Verhalten ist typisch fiir ein chaotisches System.

9.3 Die Darstellung im Phasenraum

In den vorigen Kapiteln haben wir verschiedene mechanische Systeme betrachtet und die
zugehorigen Bewegungsgleichungen aufgestellt. Die Losungen dieser Gleichungen liefern
dann den direkten zeitlichen Verlauf des Auslenkwinkels ¢(t) bzw. durch Ableitung nach
der Zeit den Verlauf der Winkelgeschwindigkeit (). Diesen Verlauf kann man als Funk-
tion tiber der Zeit (z.B. mit einem Oszilloskop) darstellen.

Da es sich beim Auslenkwinkel und der Winkelgeschwindigkeit um sogenannte Zustands-
grofen handelt, bietet sich in diesem Zusammenhang noch eine andere Darstellungsform
an, ndmlich die Darstellung im Phasenraum (oder auch Zustandsraum). Dabei werden
die verschiedenen Zustandsgroffen auf unterschiedlichen Koordinatenachsen aufgetragen,
sodass jeder Zustand (der zu einem bestimmten Zeitpunkt auftritt) durch einen Punkt
charakterisiert ist. Im Verlauf der Bewegung werden verschiedene Zustédnde durchlaufen,
es entsteht eine Kurve im Phasenraum. Sind bei der Phasenraum-Darstellung alle re-
levanten Zustandsgrofien beriicksichtigt, so ist die Weiterentwicklung eines Zustands in
eindeutiger Weise festgelegt.® Dies fiihrt auch dazu, dass sich Phasenbahnen nie schnei-
den diirfen.

Im Falle der geddmpften Eigenschwingung ist die Charakterisierung durch die beiden
Grofen Auslenkwinkel ¢(f) und Winkelgeschwindigkeit ¢(t) bereits vollstdndig. Der zu-
gehorige Phasenraum ist also zweidimensional. Die Phasenbahn kann als ebene Kurve in
einem Diagramm, bei dem iiblicherweise der Auslenkwinkel ¢ auf der x-Achse und die
Winkelgeschwindigkeit ¢ auf der y-Achse aufgetragen wird, dargestellt werden. Die Zeit
tritt hier als explizite Grofe nicht in Erscheinung.

Im Falle der erzwungenen Schwingung ist der Bewegungszustand allerdings nicht mehr
durch die beiden Grofen ¢ und ¢ eindeutig bestimmt, zusétzlich ist noch die Stellung des
Pendel-Antriebs zu spezifizieren. Da sich die Stellung des Antriebs in fester Beziehung
zur Zeit entwickelt (iiber sin(wt)) kann als dritte Koordinatenachse auch direkt die Zeit
t gewahlt werden. Insgesamt ist der Phasenraum nun dreidimensional, die Phasenbahn
beschreibt eine Kurve im Raum. Da dies graphisch nicht mehr ohne weiteres darstellbar
ist, beschranken wir uns aber auch hier auf eine zweidimensionale Darstellung in der ¢

5Dies gilt nicht mehr, wenn das System quantenmechanisch beschrieben werden muss, dann kénnen nur
noch Wahrscheinlichkeitsaussagen gemacht werden.
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- ¢ - Ebene. In dieser Projektion muss man in Kauf nehmen, dass sich die Phasenbahn
scheinbar {iberschneidet (was sie in der vollstéandigen dreidimensionalen Darstellung auf-
grund der Determiniertheit der Bewegung nicht tut).

Der Vorteil der Darstellung im Phasenraum besteht darin, dass bestimmte Bewegungs-
muster sehr iibersichtlich dargestellt werden, eine periodische Bewegung ergibt z.B. eine
geschlossene Kurve, die immer wieder durchlaufen wird. Insbesondere chaotisches Ver-
halten zeigt sich eindrucksvoll im Phasenraum, namlich dadurch, dass das System in
immer neue Bereiche des Phasenraums vordringt, in denen es vorher noch nicht war.
Dies bedeutet, dass keine sich wiederholende Bewegung erkennbar ist. Am Phasenraum
kann man sich auch die Grundvoraussetzungen fir chaotisches Verhalten klar machen.
Neben einer Nichtlinearitdt in der Bewegungsgleichung muss der Phasenraum mindestens
dreidimensional sein. Nur dann sind komplexe Bewegungsmuster ohne Uberschneidung
der Phasenbahn méglich. Das nichtlineare Drehpendel mit &ufierem Antrieb erfiillt somit
die Minimalvoraussetzung um chaotisches Verhalten beobachten zu kénnen.

9.4 Versuchsdurchfithrung

9.4.1 Der Versuchsaufbau
Das Drehpendel

Das Drehpendel des Versuchsaufbaus besteht aus einer massiven Aluminiumscheibe, die
im ausgelenkten Zustand {iber zwei vorgespannte Zugfedern ein riickstellendes Drehmo-
ment in die Gleichgewichtslage erfdhrt. Das Pendel darf / kann nur soweit ausgelenkt
werden, dass beide Federn stets unter Zugspannung bleiben. Die Dampfung erfolgt durch
eine Wirbelstrombremse mit Hilfe von zwei Dauermagneten. Die dampfende Wirkung
kann durch Verschieben der Magnete in radialer Richtung zur Pendelscheibe eingestellt
werden. Der Abstand zwischen Magnete und Scheibenfléche sollte immer ungeféihr 2 mm
betragen. Der externe Antrieb des Pendels erfolgt iiber einen Schrittmotor mit Exzen-
ter, der an der oberen Aufhdngung der Federn angreift. Der Schrittmotor wird iiber das
separate Bedienpult betrieben. In der Stellung ein dreht sich der Motor, seine Drehzahl
kann iiber das 10-Gang-Potentiometer in einem weiten Bereich eingestellt werden. In der
Stellung aus wird die Position des Motors {iber einen Haltestrom fixiert. Die Auslen-
kung des Pendels und die Position des Antriebs werden von jeweils einem Winkelsensor
(bertihrungslos iiber Magnetfeld) erfasst. Die Winkelgeschwindigkeit des Pendels ergibt
sich durch Differenziation der Pendelauslenkung tiber der Zeit (per Analogelektronik),
zu deren Bestimmung ist daher kein zusétzlicher Sensor erforderlich. Alle drei Signale
werden digitalisiert und tiber eine Rechnerschnittstelle auf den Mess-PC iibertragen.
‘Warnhinweise: Die fiir die Wirbelstrombremse verwendeten Neodym-Magnete erzeugen
in ihrer Ndhe ein sehr starkes Magnetfeld! Halten Sie daher keine magnet-empfindlichen
Gegensténde direkt an die Magnete, insbesondere keine Scheckkarten, Handys und auch
Armbanduhren. Fassen Sie nicht in die Antriebsmechanik wenn der Motor 1duft!

Die Datenaufnahmesoftware

Die Aufzeichnungssoftware bietet folgende Mdoglichkeiten Messwerte zu erfassen:

1. Der momentane Auslenkwinkel des Drehpendels wird (analog und digital) ange-
zeigt. Uber einen Schieberegler kann ein Offset eingestellt werden. Damit kann in
der Pendelgleichgewichtslage die Anzeige auf Null gestellt werden.
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2. Mit einem Schreiber kann der zeitliche Verlauf aller drei Messwerte (Auslenkwinkel,

Winkelgeschwindigkeit und Stellung des Pendelantriebs) wie auf einem Oszilloskop
dargestellt werden. Die Darstellung der Signale kann einzeln ein- und ausgeschaltet
werden (durch Klick auf die farbigen Felder). Der Schreiber kann zu einem be-
liebigen Zeitpunkt gestartet und wieder gestoppt werden. Nach dem Stoppen der
Aufnahme koénnen bestimmte Bereich vergrofert werden, auferdem kénnen mit
dem Maus-Cursor Datenpunkte genau abgelesen werden.

Die Frequenz (nicht die Kreisfrequenz) des externen Antriebs wird angezeigt. Es
dauert einige Sekunden, bis sich die Anzeige stabilisiert, wenn die Frequenz verén-
dert wurde. Bei kleinen Frequenzen (unter 0,5 Hz) kann die Anzeige zeitweise auch
etwas instabil sein.

In einem Phasenraumdiagramm werden die Wertepaare Auslenkwinkel (auf der x-
Achse) und Winkelgeschwindigkeit (auf der y-Achse) aufgezeichnet. Die Darstellung
kann zu jedem beliebigen Zeitpunkt zuriickgesetzt werden.

Hinweis: Die Datenaufnahme liefert fiir alle drei Messwerte nur relative Zahlenangaben
im Bereich von -10 bis +10. Eine Skalierung in absolute Werte fiir den Winkel bzw.
die Winkelgeschwindigkeit ist weder fiir das Verstdndnis noch fiir die Durchfiihrung der
Messaufgaben notwendig.

9.5 Messaufgaben

Aufgabe 1 — Zusammenhang zwischen Auslenkung und riickstellendem Drehmoment

104

e Stellen Sie das Drehpendel mit dem Antriebsmotor (bei kleiner Drehzahl) moglichst

genau auf Mittelstellung, d.h. die Reihe der Gewindebohrungen soll moglichst senk-
recht ausgerichtet sein. (Entfernen Sie vorab das Zusatzgewicht, falls dieses noch
montiert sein sollte.)

Stellen Sie die Anzeige fiir den Auslenkwinkel in der Datenaufnahmesoftware auf 0
(iiber den Offset).

Héngen Sie das Schnurende am Kraftmesser in der Schraube am Flansch vorne auf
der Pendelscheibe ein (siche rechtes Bild am Beginn der Anleitung). Lenken Sie nun
iiber den Kraftmesser das Pendel in einer Drehrichtung auf mindestens fiinf Einstel-
lungen bis knapp unter die maximal mogliche Auslenkung (d.h. beide Federn noch
unter Zugspannung) aus. Notieren Sie fiir jede Auslenkung die notwendige Kraft
und die vom Messprogramm angezeigte Auslenkung. Wiederholen Sie diese Proze-
dur fiir die andere Drehrichtung. Berechnen Sie aus den Kréiften vorzeichenrichtig
die Drehmomente, die das Pendel zuriickstellen. (Die riickstellenden Drehmomen-
te sind den vom Kraftmesser aufgebrachten Drehmomenten entgegengesetzt. Der
Durchmesser des Flansches betrégt 40 mm.)

Tragen Sie in einem Diagramm die riickstellenden Drehmomente iiber den jeweiligen
Auslenkungen auf. (Hinweis: Verwenden Sie die lange Seite des Diagramms fiir die
Darstellung der Drehmomente und versuchen Sie den Diagrammbereich moglichst
auszuschopfen.) Welchen Zusammenhang erkennen Sie? Was folgt daraus fiir eine
Eigenschaft des Drehpendels?



9.5 Messaufgaben

Aufgabe 2 — Einfluss der Dampfung auf die Eigenschwingung In den folgenden Teil-
aufgaben soll der Einfluss der Ddmpfung untersucht werden:

e Stellen Sie als erstes eine sehr schwache Dampfung ein (der linke der beiden Brems-
magnete soll 2 bis 3 mm in die Scheibenfldche ragen). Lenken Sie das Pendel um
deutlich iiber 90° aus, starten Sie sowohl den Schreiber wie auch das Phasendia-
gramm und lassen Sie das Pendel frei schwingen. Was beobachten Sie jeweils (qua-
litativ)?

e Stellen Sie als zweites die starkste Dadmpfung ein, die mdglich ist. Wiederholen Sie
die obige Messung.

e Stellen Sie nun eine Dadmpfung ein, die zwischen den beiden obigen Démpfungen
liegt (der linke der beiden Bremsmagnete soll zur Halfte in die Scheibenfliche ra-
gen). Verdndern Sie diese Dampfungseinstellung nun bitte nicht mehr,
bis Aufgabe 4 abgeschlossen ist!

Aufgabe 3 — Quantitative Analyse der gedampften Eigenschwingung Im Folgenden
sollen nun die wesentlichen Parameter bestimmt werden, die die geddmpfte Eigenschwin-
gung (siehe Gleichung 9.4) quantitativ charakterisieren: die Eigenfrequenz fy und die
Abklingkonstante A

e Lenken Sie das Pendel wieder um deutlich iiber 90° aus und nehmen Sie das Aus-
schwingen auf. Bestimmen Sie die Schwingungsdauer T'. Lesen Sie dazu die Zeitdau-
er fiir fiinf komplette Schwingungen ab und teilen den Wert durch fiinf (so erhalten
Sie ein genaueres Ergebnis). Berechnen Sie daraus die Eigenfrequenz fj.

e Betrachten Sie nun das Ausschwingverhalten genauer. Ermitteln Sie die Zeitpunk-
te, an denen das Pendel seine Maximalauslenkungen hat (also die Umkehrpunkte
in beiden Richtungen) und notieren Sie sowohl diese Zeitpunkte wie auch die Werte
der zugehorigen Auslenkungen. Beginnen Sie dazu beim ersten Umkehrpunkt und
analysieren Sie ca. 10 bis 12 Messpunkte. Tragen Sie in einer halblogarithmischen
Darstellung die Betrage der Maximalauslenkungen iiber der Zeit auf. Sie sollten
nun eine Ausgleichsgerade durch Thre Messpunkte legen konnen (welche mathema-
tische Funktion beschreibt dann das Abklingverhalten?). Lesen Sie mit Hilfe der
Ausgleichsgeraden die Halbwertszeit 77 /5 ab, also die Zeitdauer, bis die Amplitude
den halben Wert erreicht. Berechnen Sie damit die Abklingkonstante A.

Aufgabe 4 — Erzwungene Schwingung / Resonanzkurve Nun soll das Drehpendel mit
dem &uferen Antrieb zu Schwingungen angeregt werden. Dabei soll die Resonanzkurve
ausgemessen und insbesondere die Halbwertsbreite ermittelt werden.

e Nehmen Sie den Motor in Betrieb und variieren Sie die Anregungsfrequenz in einem
groferen Bereich um ein Gefiihl fiir das Pendel und das Phénomen der Resonanz
zu bekommen. Suchen Sie nun diejenige Anregungsfrequenz, bei der die Amplitude
der Pendelauslenkung maximal ist. (Kénnen Sie aufgrund der vorherigen Aufgabe
eine Vorhersage machen, wie grof diese Resonanzfrequenz ungefahr sein wird?).
Lassen Sie zu diesem Zweck den Schreiber und das Phasendiagramm mitlaufen.

e Ausgehend von der Resonanzfrequenz soll nun die Resonanzkurve gemessen werden.
Stellen Sie dazu eine Reihe von Anregungsfrequenzen ein und ermitteln Sie die
zugehorige Amplitude der Auslenkung. Lesen Sie dazu immer die positiven (oder
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immer die negativen) Maximalauslenkungen ab. Wichtig ist, gentigend Messpunkte
im Bereich des Maximums der Resonanzkurve aufzunehmen, weiter entfernt davon
sind weniger Messpunkte notwendig. Tragen Sie einem Diagramm die Amplituden
iiber den zugehorigen Kreisfrequenzen der Anregung auf. Lesen Sie aus der Kurve
die Halbwertsbreite ab (siehe Abb. 9.1) und bestimmen Sie Aw.

Vergleichen Sie diesen Wert fiir Aw mit dem Wert fiir A, den Sie aus der geddmpften
Eigenschwingung erhalten haben. Koénnen Sie bestétigen, dass beide Werte (trotz
des vollig unterschiedlichen experimentellen Zugangs) {ibereinstimmen?

Aufgabe 5 — Nichtlineares Pendel / Chaos In dieser Aufgabe sollen nun noch einige
Eigenschaften eines nichtlinearen Pendels untersucht werden.

Stellen Sie den duferen Antrieb auf die Position, dass die Reihe der Gewindeboh-
rungen wieder moglichst senkrecht orientiert ist. Montieren Sie nun das Messing-
Zusatzgewicht an der obersten Gewindebohrung. Ziehen Sie die Schraube bitte nur
leicht an!

Wieviele Gleichgewichtslagen hat das Pendel jetzt und welcher Art sind diese (stabil
/ instabil)? Bestimmen Sie die zugehorigen Auslenkungen.

Wiederholen Sie nun mit Hilfe des Kraftmessers die Messung von Aufgabe 1 und
tragen Sie die Werte zusétzlich in das Diagramm von Aufgabe 1 ein (achten Sie
dabei wieder auf die Vorzeichen!).

Stellen Sie nun die Dampfung auf den hochsten Wert ein und nehmen Sie den
Motor mit einer Anregungsfrequenz von 0,5 Hz in Betrieb%. Das Pendel sollte nun
Schwingungen um eine der stabilen Gleichgewichtslagen durchfithren. Betrachten
Sie das Phasendiagramm. Wie wiirden Sie diese Schwingung charakterisieren?

Verringern Sie nun in kleinen Schritten die Ddmpfung und betrachten Sie das Pha-
sendiagramm. Als erstes Phanomen (auf dem Weg ins Chaos) sollten Sie beobachten
konnen, dass das Pendel zwar noch periodisch, aber mit abwechselnd unterschiedli-
chen Amplituden schwingt”. Wenn Sie diesen Fall erzeugt habe, skizzieren Sie das
Phasendiagramm in Ihr Protokollheft.

Bei weiterer Verringerung der Démpfung wird die Schwingung des Pendels schlief-
lich chaotisch, zudem findet die Schwingung irgendwann nicht mehr nur um eine
Gleichgewichtslage statt. Woran erkennen Sie das chaotische Verhalten?

Eventuell finden Sie bei weiterer Verringerung der Dampfung auch Bereiche, in
denen das Pendel wieder periodisch schwingt (sogenanntes Fenster im Chaos).

Entfernen Sie nach Abschluss der Messung bitte wieder das Zusatzgewicht!

5Grundsétzlich macht es beim nichtlinearen Pendel Sinn, mit einer Vielzahl von Kombinationen aus
Dampfung und Anregungsfrequenz zu experimentieren. Anhand einer festen Frequenz kénnen aber
bereits viele interessante Schwingungszustinde beobachtet werden.

"Dieses Phiénomen, dass ein nichtlineares System bei Verdinderung eines Parameters qualitativ sein
Verhalten dndert, nennt man Bifurkation.
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