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5 Reale feste und fliissige Koérper

Bisher haben wir starre Korper betrachtet, die ihre Gestalt unter dem Einfluss einer Kraft
nicht &ndern. Dies entspricht nicht der Realitét.

5.1 Deformation fester Korper

Wir betrachten im folgenden Deformationen von isotropen Festkoérpern. Zu Beginn des
Kapitels sollen aber noch ein paar Begriffe kurz erlautert werden:

Homogenitiit: die physikalischen Eigenschaften eines Korpers (Dichte, Elastizitéit, Hérte,
etc.) sind im Festkorper iiberall gleich.

Isotropie: die physikalischen Eigenschaften des Korpers sind zusétzlich unabhéngig von
der Richtung im Festkorper.

Wirken auf den Korper duflere Krifte, kann er seine Gestalt &ndern. Man spricht von einem
elastischen Korper, wenn die Deformation nach der Krafteinwirkung wieder vollstéindig
verschwindet. Bei einem plastischen Ko&rper bleibt eine Forménderung nach der Kraftein-
wirkung zuriick.

5.1.1 Das Hooke’sche Gesetz

Wirkt auf einen elastischen Koérper der Linge L mit dem Querschnitt A, der bei z = 0
festgehalten wird, eine Zugkraft F' in x-Richtung, so verlangert sich die Linge L um AL.
Experimentell zeigt sich, dass bei geniigend kleinem AL fiir den Betrag F' = |F| gilt:

AL
F = EAT. (1)

Die Proportionalitéitskonstante F ist der Ela-
stizititsmodul mit der Einheit [E] = %

Der Elastizitdtsmodul ist materialabhéingig.
Bei Materialien mit hohem Elastizitdtsmodul
muss man eine grofle Kraft aufwenden um eine
vorgegebene relative Langeninderung zu er-
reichen. Korper mit groflem FE zeigen also bei
vorgegebener Kraft eine kleine Léngendnde-

rung.

Mit der Zugspannung (Zugkraft pro Fliche) o = % und der relativen Dehnung e = % kann
man das Hooke’sche Gesetz in die iibersichtlichere Form

o=F-¢ (2)

umschreiben. Der lineare Zusammenhang zwischen Zugspannung und Dehnung gilt aller-
dings nur fiir kleine relative Dehnungen! Bei grofieren Auslenkungen aus der Ruhelage treten
Verschiebungen von Netzebenen auf und der Korper beginnt zu flieflen.



5.1.2 Querkontraktion
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Bisher haben wir nur eindimensionale Deformationen T
betrachtet. Wird ein dreidimensionaler Koérper unter __—nach
dem Einfluss einer Zugspannung in zum Beispiel z- Tr- ------ - -
L

Richtung gedehnt, &ndern sich auch die Querdimensio-
nen (z-und y-Richtung). Durch die Zugspannung wird
das Volumen vergroflert, die Volumenénderung AV ist
also positiv. Fiir einen Stab mit Linge L und quadra- |
tischem Querschnitt der Fliche d? ergibt sich die Volu- Y
mendnderung AV: l
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AV = Vaaeh — Vior = (d + Ad)? - (L4 AL) — d*L ~ d*AL + 2L - dAd. (3)

Damit ergibt sich fiir die relative Volumen&nderung %:

AV AL Ad
v ET TR )

Das Verhéltnis von Querkontraktion zu Dehnung

PSS T ©)

wurde als Querkontraktionszahl oder auch Poissonzahl p definiert. Damit konnen wir
die relative Volumenénderung umschreiben zu:

&y _ak <1 i QAALd/f) = 21— 2u) = Z(1 ~ 20). (6)

Wirkt statt der Zugspannung o der Druck p = % = —o auf die gegeniiberliegenden Sei-
ten mit der Fliche d?, werden AL und AV negativ. Ad hingegen wird positiv, weil sich
die Querdimensionen des Quaders durch das Zusammendriicken vergréflern. Die relative
Volumenénderung ergibt sich mit ¢ = —p.

Wirkt der Druck p = —o von allen Seiten, ergibt sich die Volumen&dnderung
AV AL 2Ad 3p
v ta T )

Fiithrt man den Kompressionsmodul K ein durch die Definition

AV
PZ—K'7 (8)

und die Kompressibilitit x = 1/K, so erhilt man die Relation



5.1.3 Scherung und Torsionsmodul

Scherungskrifte greifen tangential an einer Flach A an.

Die Schub-, bzw. Scherspannung 7 ist die pro Flichen- d //? A / 11

einheit wirkende tangential Kraft F": /

F:

| ey

(10) o ’,’ oL,

Durch die Scherspannung 7 werden die Kanten des Quaders um den Winkel « verkippt. Fiir
kleine Winkel « gilt der Zusammenhang

T=G-a. (11)

Die Konstante G heifit Schubmodul, Schermodul oder auch Torsionsmodul. Die ela-
stischen Konstanten E, p, K und G sind miteinander verkntipft:

FE

—1 12
5G Lt H (12)
E
— =1-2 13
3K 0 (13)
2G _1-2u 14)
3K 1+4p

Bei der Scherung einer Séule (Lénge L, Radius R) um den
Winkel « greift eine Kraft F' tangential an der Deckfliche
an. Die notwendige Scherspannung ist:

rep
=G—. 15
r=G (15)
Die Kraft dF, die an einem Kreiselement angreift, ist:

2mr2dr - SOG

dFf =7 2mrdr =
T 2mrdr i3

(16)

Das Gesamte, zur Verdrillung notwendige Drehmoment ist:

4
D= gGRf. (17)



5.2 Hydrostatik

In der Hydrostatik behandelt man ruhende Fliissigkeiten. Bei ruhenden Fliissigkeiten spielen
die Reibungskrifte noch keine Rolle, sie kommen erst bei der Hydrodynamik zum Tragen.
AuBlerdem vernachlissigen wir zundchst noch Oberflichenkrifte und behandeln sie erst im
Kapitel Phinomene an Flissigkeitsgrenzflichen. Zunéchst haben wir also nur mit idealen
Fliissigkeiten zu tun.

5.2.1 Statischer Druck

Bei idealen Fliissigkeiten treten keine Tangentialkrifte auf, Krifte wirken immer senkrecht
zur Oberflache. Der Druck durch eine Kraft senkrecht zur Fliissigkeitsoberflache ist gegeben
durch:

(18)

S
I
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Unter Vernachlédssigung des Eigengewichts der Volumenelemente in der Fliissigkeit und da-
mit unter Vernachldssigung des Schweredrucks, ist der Druck im gesamten Fliissigkeitsvo-
lumen konstant.

5.2.2 Schweredruck

Jedes Volumenelement dV in der Fliissigkeit im Schwerefeld der Erde hat das Gewicht
p-g-dV. Somit wirkt auf den Boden eines mit Fliissigkeit gefiillten Geféfles ein Druck

wegen des Gewichtes der dariiberstehenden Fliissigkeit. Bei einer Fliissigkeitshohe H ist der
Schweredruck am Boden auf die Fliche A:

H . .
we) = [ G R = p g (H - ), (19)

Ein Ma$ fiir die Druckabhéngigkeit der Dichte p = p(p) ist die Kompressibilitét:

Def 1 OV
=5 - 2

Die Kompressibilitit gibt die relative Volumeniinderung bei einer Anderung des Drucks Ap
des dufleren Drucks p an.

Der Schweredruck auf den Boden eines Geféfles ist nur von der Hohe H der Fliissigkeit,
nicht aber von der Gestalt des Gefifies abhéingig (hydrostatisches Paradoxon)!



5.2.3 Auftriebskraft

Befindet sich ein Kérper in einer Fliissigkeit (F1) oder in ei-
nem Gas unter dem Einfluss des Schweredrucks, so entsteht
durch das Druckgefille eine resultierende Kraft auf den
Korper, die sogenannte Auftriebskraft. Die Auftriebskraft — - — - hy
entspricht betragsmiflig der Gewichtskraft des verdréing- = = K

ten Volumens an Fliissigkeit, bzw. Gas (Archimedisches = S e e
Prinzip). Taucht man einen Zylinder in eine Fliissigkeit, e e TR I
so heben sich die Krifte auf die Seitenflichen auf, aber die — — e
Kraft auf die Bodenflache ist grofler als die Kraft auf die s e e
Deckfliche. Das liegt daran, dass der Druck auf Hohe der :
Bodenfliche hoher ist als der Druck auf der Hohe der Deck-
flache. Die Differenz zwischen den beiden Kriften ist die Mg
Auftriebskraft.

Auftrieb

Fo =F, — F1 = (p2 —p1)A = prigA(ha — h1) = mp1 - g (21)

Die Auftriebskraft zeigt entgegen der Gewichtskraft. Fiir ein Volumenelement der Fliissig-
keit heben sich die Auftriebskraft und die Gewichtskraft gerade auf, das Volumenelement
schwebt.

5.3 Fliissigkeitsgrenzflachen

Molekiile, die sich im Inneren der Fliissigkeit befinden, er-

fahren keine resultierende Kraft (Fg = 0). Anders ist es 5 5
jedoch mit Molekiilen an der Grenzfliche der Fliissigkeit. 0‘75:09
Die resultierende Kraft zeigt in Innere der Fliissigkeit. Um Fr¥0
ein Molekiil aus dem Inneren an die Oberfliche zu bringen, o 9 o

muss gegen diese Kraft eine Arbeit verrichtet werden. Das o.>K.o Fr=0
bedeutet, dass ein Molekiil an der Oberfliche eine um den 0”10
Betrag der Arbeit hohere Energie besitzt.

Die spezifische Oberflichenenergie ¢, bzw. die Obeflichenspannung o ist

AW

=_—_ = 22
AA 0-’ ( )

€

wobei AW die Arbeit ist, die nétig ist um die Oberfliche um A A zu vergréfiern. Fiir € > 0
strebt die Fliissigkeit eine minimale Fliche an, da es Energie kostet, die Fliche zu erzeugen.
Fiir € < 0 strebt die Fliissigkeit eine maximale Fldche an. Der Wert von ¢ ist abhéingig von
den Bindungskréften zwischen den Molekiilen der Fliissigkeit.



5.4 Reibung zwischen festen Kérpern
5.4.1 Haftreibung

Wir wollen uns die Reibungskraft anhand eines kurzen Beispiels veranschaulichen. Ein Qua-
der liegt auf einer horizontalen Platte. Dann ldsst man eine Kraft F an dem Korper angrei-
fen um ihn wegzuziehen oder wegzuschieben. Man macht die Beobachtung, dass der Korper
in Ruhe bleibt, solange |F| = F einen bestimmten Wert |EFy| = Fyp nicht iiberschreitet
(F < Fy). Das bedeutet, man muss die Kraft Fy; aufwenden, um die ,, Verzahnung“der
Oberfliachen zu l6sen. Man spricht hier von Haftreibung:

Fy = pu - Fx (23)

Die Kraft Fy ist proportional zum Betrag der Normalkraft F\. Der Haftreibungsko-
effizient py; ist materialabhéngig.

5.4.2 Gleitreibung

Wurde der Kérper mit einer Kraft F' > Fyp in Bewegung versetzt, kann er jetzt durch die
Kraft Fo < Fp in Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit gehalten werden. Die Gleitrei-
bung ist ebenfalls proportional zum Betrag der Normalkraft und auch der Gleitreibungs-
koeffizient ug ist eine materialspezifische Konstante. Wichtig ist, dass die Reibungskraft
immer entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung gerichtet ist.

| =

Fg = pc - Fi, bzw. Fg = —ug - Fx - (24)

=

5.4.3 Rollreibung

Wenn ein runder Korper auf einer ebenen Unterlage rollt, treten ebenfalls Reibungskréfte
auf, die jedoch auf die Anziehungskrifte zwischen den Atomen zwischen dem rollenden
Korper und der Unterlage zuriickzufiihren sind. Auflerdem wird die Unterlage leicht einge-
driickt, wenn der Korper dariiber rollt. Experimentell findet man heraus, dass das Dreh-
moment, das man bené6tigt um das entgegengesetzte Drehmoment der Rollreibung zu iiber-
winden gerade gegeben ist durch:

Dr = pur - Fy mit pg = r - tanag. (25)

apr bezeichnet den Winkel, um den eine Ebene mindestens geneigt sein muss, damit der
Korper anfingt zu rollen.



5.5 Hydrodynamik

Bei ruhenden Fliissigkeiten oder Gasen gilt, dass die Summe der Impulse iiber alle Teilchen
verschwindet. Bei stromenden Fliissigkeiten und Gasen ist das nicht der Fall. Man beschreibt
ein stromendes Medium durch die Krifte, die darauf wirken , wie z.B.

e Druckdifferenzen: ﬁp = —gradpAV
o dufere Krifte, z.B. Schwerkraft: ﬁg = Amg = pgAV
e Reibungskrifte zwischen den Volumenelementen FR

Mit diesen Kriften konnen wir jetzt die Bewegungsgleichung aufstellen

. d L oL .
F:m'i‘:pAVaﬁ:Fp—i-Fg—FFR, (26)

mit @(7,t) dem Geschwindigkeitsfeld des Mediums. Die totale Anderung des Geschwindig-
keitsfelds setzt sich aus zwei Beitragen zusammen:

. 9
e Die Anderung von @ mit der Zeit an einem festen Ort: 8—7;
- oo : .. Ou Or
e Die Anderung von @ mit dem Ort zu einer festen Zeit: o Bt
r

Man kann sich die totale Zeitableitung einer beliebigen Variablen A anhand eines kleinen
Beispiels gut klar machen: Wenn A das Wetter ist, dann kann es sich an einem bestimmten

0
Ort, z.B. Garching, mit der Zeit &ndern (——). Genauso kann das Wetter aber zur gleichen

ot
J0A 0
Zeit an verschiedenen Orten unterschiedlich sein (8— : 8—:)
r

Die totale Zeitableitung des Geschwindigkeitsfeldes, auch substantielle Ableitung genannt,
wird dann in der Vektorschreibweise zu

Mit der substantiellen Ableitung kénnen wir die Bewegungsgleichung schreiben als

-
pAV (a;‘ + (- vm) — F,+ F, + Fg. (28)

5.5.1 Euler-Gleichung

Bei der Beschreibung von idealen Fliissigkeiten vernachléssigen wir Reibungseffekte. Damit
vereinfacht sich Gleichung (28) zur Euler-Gleichung



du 1
— = §— ~gradp. 29
i i (29)
5.5.2 Kontinuitatsgleichung
Die Kontinuitétsgleichung
0
—8;) +div(p - 7) = (30)

besagt, dass in ein Volumen genauso viel Fliissigkeit einstromt/ausstromt, wie es ver-
liert /aufnimmt. Fiir inkompressible Fliissigkeiten gilt % = 0. Die Kontinuitétsgleichung
vereinfacht sich dann zu:

div(¢) = 0. (31)

Fiir die Stromung von Wasser durch ein Rohr, dessen Querschnittfliche sich von A; auf As
dndert, dndert sich die durchschnittliche Geschwindigkeit gemafl der Kontinuitétsgleichung
fiir inkompressible Fliissigkeiten:

Al V1 = A2 * V9. (32)

5.5.3 Bernoulli-Gleichung

Wir betrachten eine Fliissigkeit, die durch ein verjiingtes Rohr fliefit. Durch die Verjiingung
des Rohres muss aufgrund der Kontinuitétsgleichung die Fliissigkeit im diinneren Teil des
Rohres schneller fliefen als im weiten. Um das Fliissigkeitsvolumen AV; = A; - Axy im
weiten Teil des Rohres zu verschieben, muss die Arbeit

AWy = Fy - Azy = p1 - Ay - Az = p1 AWy (33)

gegen den Druck p; verrichtet werden. Fiir den diinneren Teil des Rohres kénnen wir analog
die verrichtete Arbeit berechnen:

AWQ = F2 . A$2 = pzAVQ. (34)
Durch die Arbeit wird die potentielle Energie de Volumenelements veréndert. Die kinetische
Energie eines Volumenelements ist

1 1
Eyin = iAmUQ = §pAVu2. (35)

Fiir ideale Fliissigkeiten muss die Summe aus potentieller und kinetischer Energie konstant
bleiben, d.h.
1 1
p1AV] + §p1AV1u% = p AV, + §p2AVgu§ = const. (36)

Fiir inkompressible Fliissigkeiten gilt, dass p = const. und damit AV; = AV,. Damit kann
Gleichung (36) umgeschrieben werden zur Bernoulli-Gleichung;:



1
p+ §qu = po = const. (37)

Ist p’ der Druck, der in der ruhenden Fliissigkeit herrschen wiirde (z.B. p’ = pgh), so gilt:

1
P+ i,ou2 + pgh = py = const. (38)

Die Konstante pg ist der Gesamtdruck, die Grofle ps = %pu2 ist der Staudruck und
pg — ps ist der statische Druck.



