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1 Ortskurve

Ein Massepunkt bewege sich mit der Ortsfunktion

o) = )

mit b = 500s und k& = 100".
a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit und Beschleunigung als Funktion der Zeit.

b) Zu welchen Zeiten und an welchen Orten ist die Geschwindigkeit Null?

¢) Zu welchen Zeiten und an welchen Orten ist die Beschleunigung Null?

d) Skizzieren Sie die Orts- und Geschwindigkeitsfunktion in Abhéangigkeit der Zeit.

LOSUNG
a)
—kb3 -2t
U(t) = m (2)
O 2kDP (07 1)+ KB 2t - 2(07 +17) - 2t
a(t) = (0% + 12)* (3)
b)
v(t)=0<=1t=0 (4)
z(0) = kb = 50000m (5)
c)
a(t):0<:>t:i\/f (6)
b? 3
x(+ §) = Zkb = 37500m (7)

d) x https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+100%500%5E3%2F}28500%5E2%
2Bx,5E27,29


https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+100*500%5E3%2F%28500%5E2%2Bx%5E2%29
https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+100*500%5E3%2F%28500%5E2%2Bx%5E2%29

v https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+-100%500%5E3*2x%2F%285007%
5E2%2Bx%5E2%,29%5E2

a https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+%28-2*100*500%5E3%%28500
5E2%,2Bx,5E2%297%5E2%2B100%500%5E3*2xx*2%7,28500%5E27,2Bx%,5E2%29%2x %29
2F%28500%5E2%2Bx},5E27,297,5E4

2 Wurf

Ein Wurfgeschoss wird am Fufle eines gleichméflig ansteigenden Hiigels unter dem Winkel
a (gegeniiber der Horizontalen) abgefeuert. Der Anstiegswinkel des Hiigels heifle 5.

a) Berechnen Sie den Auftreffpunkt (x,, y,) des Geschosses.

b) Finden Sie den Winkel a unter dem das Geschoss in Richtung des Berges abgefeuert
werden muss, um fiir gegebene Auftreffgeschwindigkeit die grofitmogliche Reichweite
entlang der Horizontalen zu erzielen.

LOSUNG

a) Gesucht wird der Schnittpunnkt der Wurfparabel mit der Oberfliche des Hiigels,
welche durch eine Geradengleichung gegeben ist. Es wird yo = 0 gewahlt:

vy =vpcosa und v, = vpsina (8)
1
y(t) = vt — 59752 = z(t) tan 8 9)
x(t) = votcosa =t = ’ (10)
Vg COS (v

. x 1 T 2

= Vo sin —g( ) = ztan (11)
vpcosa 27 \vgcosa

. 202, 208 /1 . )
=x =0 trivial = x = — cos a(tana—tanﬁ)z(zsta—COS atanﬂ) :
9 g

(12)

b) Um den Abschusswinkel mit der grofiten Reichweite herauszufinden, leiten wir z
nach « ab und setzen das Ergebnis mit 0 gleich (Stichwort Extremwertaufgabe):

d 202
—x(am) = ﬁ(cos 20, + 2sin a,, cos oy, tan ) = 0 (13)
da g
1
=—t 14
tan 2a an 3 (14)

). (15)

1
= a,, = —(m — arctan
2 (m tan 3

3 Kreisbahn

Die Bahnkurve eines Massepunkts in kartesischen Koordinaten sei
7(t) = (ro coswt, rosinwt, v,t) . (16)

Hierbei ist 7y der Abstand zur z-Achse, w die Winkelgeschwindigkeit und v, die Geschwin-
digkeit in z-Richtung.


https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+-100*500%5E3*2x%2F%28500%5E2%2Bx%5E2%29%5E2
https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+-100*500%5E3*2x%2F%28500%5E2%2Bx%5E2%29%5E2
https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+%28-2*100*500%5E3*%28500%5E2%2Bx%5E2%29%5E2%2B100*500%5E3*2*x*2*%28500%5E2%2Bx%5E2%29*2x%29%2F%28500%5E2%2Bx%5E2%29%5E4
https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+%28-2*100*500%5E3*%28500%5E2%2Bx%5E2%29%5E2%2B100*500%5E3*2*x*2*%28500%5E2%2Bx%5E2%29*2x%29%2F%28500%5E2%2Bx%5E2%29%5E4
https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+%28-2*100*500%5E3*%28500%5E2%2Bx%5E2%29%5E2%2B100*500%5E3*2*x*2*%28500%5E2%2Bx%5E2%29*2x%29%2F%28500%5E2%2Bx%5E2%29%5E4

a) Welche geometrische Form beschreibt die Bahnkurve fiir den Spezialfall v, = 07

b) Berechnen Sie fiir diesen Fall die Geschwindigkeit #(¢) und die Beschleunigung a(t).

¢) Wie sind 9(t) und d(t) zu jedem Zeitpunkt beziiglich der Bahnkurve gerichtet?
)

d) Nun betrachten wir den allgemeineren Fall v, > 0. Welche geometrische Form be-

schreibt die Bahnkurve jetzt?
e) Driicken Sie die Bahnkurve mit den Einheitsvektoren in Zylinderkoordinaten aus.
LOSUNG

a) Kreisbahn um den Ursprung.

b)
U(t) = (—row sin wt, row cos wt, 0) (17)
at) = (—r0w2 cos wt, —row? sin wt, 0) (18)
c) Wir stellen fest:
7+ ¥ = rgw(— coswt sinwt + coswt sinwt) = 0 (19)
X ad= (0, 0, raw?(— cos wt sin wt 4 cos wt sinwt)) =0. (20)

Also sind 7(t) und #(t) normal zueinander, wihrend 7(¢) und @(t) (anti-)parallel
zueinander sind.

d) Schraubenform.

e) Durch Ablesen an den Elnheitsvektoren:

(t) =ro-€ +0-e5+uvt-e,. (21)

4 Drehimpuls

Eine Masse m = 0.5kg wird an einem masselosen Faden der Lange | = 1m aus der Ruhe
innerhalb von 3s auf einer Kreisbahn gleichméflig beschleunigt und rotiere dann mit 5
Umdrehungen pro Sekunde.

a) Wie grof} ist der Drehimpuls nach der Beschleunigungsdauer?
b) Wie groB ist das mittlere Drehmoment wiahrend der Beschleunigungsphase?

c) Wie schnell dreht sich das Massenstiick, wenn der Faden durch Ziehen in radialer
Richtung auf 0.4m verkiirzt wird?

d) Zeigen Sie, dass auch nachdem der Faden reifit und das Massenstiick sich geradlinig
fortbewegt der Drehimpuls konstant bleibt.

LOSUNG



a) Aufgrund rechter Winkel werde hier mit Skalaren gerechnet.

¢) Drehimpulserhaltung:

AlSO Vpey = 25T

Q)

Daraus folgt:

5 Energie I

m2kg

L =rmv=>5r

L =0.4m - 0.5kg - Vpey -

L = mw(t)r(t)?

r(t) = /12 + (vt)?2

vt
© = arctan n

=~I
o~
V)

(.U(t) = (vt)2 = Wo

D01 r(t)?

r(t)?
r(t)?

L = muwyl? = mwl = const. .

(22)

(23)

(24)

Eine Stahlkugel sei am Ende eines Drahtes befestigt und bewege sich auf einer vertikalen

Kreisbahn.

a) Berechnen Sie die kinetische Energie unter Annahme einer konstanten Winkelge-
schwindigkeit von 120s™! (m = 1kg, [ = 1m).

b) Wie stark dndern sich die kinetische Energie und die Winkelgeschwindigkeit vom
hochsten zum tiefsten Punkt der Kreisbahn?

LOSUNG
a)

1
Erin = imw2r2 = 7200J]

Epot = myg - 2r = 19.62J

1
Epot = AEg, = 5m7’2(w§ —wi)

N
Aw = /=55 4w —wy = 0.163s7
T




6 Energie 11

Ein ambitionierter Bastler konstruiert die unterschiedlichsten Bahnen fiir Spielzeugautos.
Eine seiner Lieblingsbahnen enthélt einen Looping mit Radius R = 40cm, der, symme-
trisch zu seinem hochsten Punkt, unterbrochen ist. Ein sehr kleines Auto startet aus einer
Hohe h = 3R, rollt den Abhang hinunter und kommt dann an die Unterbrechung des
Loopings. Der Wagen springt, fliegt, . . . landet sanft am Anfang des anderen Looping-
teils und setzt seine Fahrt fort. Berechnen Sie die Léange des fehlenden Teilstiickes des
Loopings.

LOSUNG Mit der Absprunggeschwindigkeit v betrigt die Flugzeit (fiir 2 Parabelhélften)

tZQUSina. (34)
g

In dieser Zeit legt der Wagen die horizontale Strecke
xr = tv cos « (35)

zuriick. Um wieder auf dem Kreissegment zu landen, muss diese Strecke 2R sin a entspre-
chen. Damit muss gelten:
v?cosa = Rg. (36)

Die Absprunggeschwindigkeit v ldsst sich mit Hilfe des Energiesatzes ermitteln. Da Rei-
bungsverluste nicht beriicksichtigt werden sollen, bleibt die Summe aus kinetischer und
potentieller Energie erhalten und es gilt

1
mgh = EmUQQ +mgR(1 + cos ). (37)

Somit ergibt sich eine Gleichung fiir cos a:

0082a+(1—;)cosa—l—;:0. (38)
Mit h = 3R folgt (als einzige reelle Losung)
cosazl—i. (39)
V2
Somit fehlt im Looping das Stiick
L =2aR ~ 1m. (40)

7 Gravitation

Die Umlaufzeit des Planeten Mars um die Sonne betragt T' = 687d, der Abstand zur
Sonne betrigt 7,,, = 2.3 - 10" m. ie Masse des Planeten Mars betragt m = 6.4 - 10%’kg,
der Radius ist r = 3400km.

a) Berechnen Sie die Fluchtgeschwindigkeit des Planeten Mars.
b) Wie schwer ist die Sonne?

LOSUNG



a) Fir die Grenze zum Entkommen aus dem Potential muss E,., = 0 gelten:

T =21\ ——

MG
B R3 - (27)?

~ 30
are 2107k
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