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1 Skalarprodukt

1.1

(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des folgenden Untervektorraums des R* (mit Stan-
dardskalarprodukt):

1 2 1
0 0 1
U:< ) ) >
0 1 0
0 2 1

(b) Ergiinzen Sie die in Teil (a) gefundene Orthonormalbasis zu einer Orthonormalbasis von R*
Losung:

(a) Die oben angegebenen Vektoren nennen wir vy, ve,vs. Wir wenden das Gram-Schmidt-
Verfahren an.
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Somit haben wir die folgende ONB konsturiert: B = { ! ,i 0 , L ) }
o] V51| V30 [
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(b) Es ist klar, dass wir fiir die Ergéinzung nur ein Vektor brauchen, da dim(R*)-dim(U)=1. Be-
trachten wir eine allgemeine Vektor v = (a,b,c,d)’. Wegen Orthonormalitit gilt, dass v L uy,
v Lug, vl u3s = (v,u;) =0. Damit kénnen wir die folgende LGS bilden und mit Hilfe der
GauB-Algorithmus l6sen:
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Wir wihlen (0, 1,2, —1)7 als beliebige Matrix von dem Losungsraum und dividieren es durch
seine Linge um v zu rechnen. Somit folgt als ONB von R*:

1 0 0 0
P K IR Ry R
ol VB [1] VB0 [ o V6| 2
0 2 1 -1
1.2
Betrachten Sie die Bilinearform
4 0 1
(Y4 :REX R = R, (v,w) 4 := vl Aw, wobeiA= |0 5 1
1 1 10
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(a) Zeigen Sie, dass diese Bilinearform ein Skalarprodukt ist.
(b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis, die die Vektoren (1,0,0)” und (0, 1,0) enthilt.
Losung:

(a) Fiir v = (vy, v2,v3)" € R? wir berechnen:
U1
(v,0)4 = (v1 Vo V3)A | vy | = 407 4+ 503 + 1003 + 20,03 + 20503

U3

= 30% + 4v5 + 8v3 + (v1 + v3)* + (v + v3)?

Der letzte Ausdruck ist > 0 und er ist = 0 genau dann wenn v; = vy = v3 = 0, also wenn v = 0.
Das zeigt, dass (,)4 positiv definit ist. Da A symmetrisch ist, ist (,)4 auch symmetrisch. Es
folgt, dass (, )4 ein Skalarprodukt ist.

(b) Wir werwenden das Gram-Schmidt-Verfahren fiir v; = (1,0,0)” und v, = (0,1,0)7:
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1.3
Finden Sie eine Basis des orthogonalen Komplements (beziiglich der Standardskalarprodukt)
1—1

des Untervektorraums: (| 2 |) c C3.
7
Losung:

Bei dem komplexen Standardskalarprodukt soll man die Komponenten einer der beiden Vek-
toren komplex konjugieren. Der Definition folgt: (z,y) = Z?Zl 7;y;. Das orthogonale Komple-
ment hat die Dimension dim(C3?) — dim(U) = 2. Also wir suchen zwei Vektoren, die auf dem
gegebenen Vektor orthogonal sind. Sei v = (a, b, ¢)T ein beliebiger Vektor aus dem orthogonalen
Komploment. Dann folgt:
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Damit ist der Losungsraum L = %c — %a ca,beR Yy =144, |)
c 0 2
-2 0
und das orthogonale Komplemet hat die Basis: B = 14+4],14
0 2

2 Darstellungsmatrizen

2.1
Gegeben ist die lineare Abbildung: ¢ : Res[z] — R[], ¥(f) = f(z + 1) — f(2).

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von 1 beziiglich der StandarbasisE = {z* x,1}.
(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von 1 beziiglich der Basis B = {2? +z, 2+ 1,1} mit
Hilfe von Basiswechselmatrizen.

Loésung:

(a) Um die Darstellungsmatrix zu rechnen, setzen wir jede Element der Basis in die Abbil-
dung und schreiben die Losungen als linear Kombination der Basis Elemente.

P(a®) =2 +2r+1—-2>=0-2"+2-2+1-1
YE)=r+1-2=0-22+0-2+1-1
Y1) =1-1=0-2"+0-2+0-1

0 00
Also die Darstelunngsmatrix ist gegeben durch: Mg(¢¥) =12 0 0
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(b) Um die Basiswechselmatrix zu rechnen schreiben wir die Elemente von B als Linearkombi-
nation der Elemente von E:

?+r=1-22+1-2+0-1

r+1=0-224+1-2+1-1

1=0-224+0-2+1-1

1 00
Damit lautet die Basiswechselmatrix Sgg = |1 1 0 |. Nun berechen wir die Inverse Matrix:
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Damit konnen wir die neue Darstellungsmatrix rechnen als:
1 0 0 000 1 00 0 00
Mp(¥) =Spp-Mp(¥)-Sep=|-1 1 0|[2 00|11 0[=]2 0 0
1 -1 1 110 011 010
2.2
Sei  : R? — R? eine lineare Abbildung mit
1 -2 2 0
(| )= und (| |) =
3 4 4 2

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix Mg(p) beziiglich der Standardbasis E.
(b) Bestimmen Sie Basen B, C, sodass Mg c(p) = Is.
(c) Gibt es eine Basis B von R?, sodass Mg(p) = I,.

Loésung:

1 2
(a) Sei C'={ : }. Dann ist per Definition
3 4

-2 0 1 2
Mgc(p) = L o , weil o( ; ) = —2e;1 + 4ey und ¢ . ) = 0ey + 2e5

Nun suchen wir die Basiswechselmatrix zwischen E und C.

2 . 1 4 =2
Spe = — Scr = Spo = (_5)
4 -3 1
Jetzt konnen wir Mg(yp) rechnen als:
-2 0 1 4 =2 4 2
Mg(p) = Mgc - Sce = (=3) =
4 2 -3 1 -5 3
] -2 0 1 2 1 -2 0
(b) Sei B = { : }und C ={ : }. Da ¢( )=1- +0- und
4 2 3 4 3 4 2
p ) 0\
o )=0- +1- ist Mpo(p) = L.
4 4 2

(c) Nein. Angenommen Es giibe eine Basis B. Dann wiire fiir alle v = R? ¢(v)p = Mp(p)-vp =
I; - vg = vp, also wiirde ¢ = id folgen.



2.3
Wir betrachten das komplexe Skalarprodukt (,) auf C* gegeben durch
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(a) Geben Sie die Darstellungsmatrix von (,) beziiglich der Standardbasis £ an.
(b) Sei U = {(x1, 72, 23)T € C3|zy = 0}. Bestimmen Sie eine Basis des orthogonalen Komple-
ments von U beziiglich (,) in C3.

Losung:

(a) Um die Darstellungsmatrix zu rechnen bilden wir die Skalarprodukt von jede mogliche
Kombination der Basis Elemente.
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Damit lautet die Darstellungsmatrix Mg = —% 1 %
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(b) Wir kénnen U umformen und als Spann von einer Menge.
1 0
U={(z1,20,23)7 € C}lzy =0} =(|o |, |0 ])

0 1

Jetzt suchen wir ein Vektor, die orthogonal auf die Elemente der Menge steht. Sei v = (a, b, ¢)
eine allgemeine Vektor aus dem orthogonalen Komplement. Damit bilden wir die folgende Glei-
chungssystem:

a—|—§b—0 — a——ib c—§b—0 — c=-=b



Damit kénnen wir der Losungsraum und die Basis des orthogonalen Komplements direkt lesen
als:

_y ! !
2 2
L= b ||beChr=(] 1 |) — B= 1
b z z
2 2 2
3 Matrixexponantial
3.1
210
Gegeben sei die Matrix A= | 0 2 1 |. Bestimmen Sie exp(A).
0 0 2
Losung:

A ist bereits in Jordannormalform. Also wir kénnen A als Summe von einer Diagonalmatrix D
und einer Nebendiagonalmatrix N schreiben.

2 10 2 00 010
A=10 2 1|[=|020f[+|001|=D+N
00 2 00 2 000

Jetzt konnen wir die uns bekannte Formel fiir exp(A) verwenden.

e 0 0 100 010 00 1
1 1 1
exp(A) = exp(D)exp(N) = [ 0 e* 0 [-[ 5[0 1 0| +5]0 0 1]+5]0 00
0 0 & 00 1 00 0 00 0
62
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