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1 Skalarprodukt

Symmetrische Bilinearform: Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung

VxV =R, (v,w)— (v,w)
heiftt symmetrische Bilinearform, falls sie symmetrisch fiir alle v,w € V

(v, w) = (w,v)

und bilinear fiir alle u,v,w € V und a € R

(u,v 4+ aw) = (u,v) + a{u, w)
ist.
Eine symmetrische Bilinearform heifst Skalarprodukt, wenn sie zusétzlich positiv definit

(v,v) > 0 fiir v #0

ist. Ein reeller Raum mit Skalarprodukt heifst Euklidscher Raum.
Beispiel:

e Das Standartskalarprodukt auf dem R™ ist definiert durch (v, w) = >"1"  viw; =viw=v-w

e (f,g) = f(f f(z)g(x)dx ist fiir reelle Zahlen a < b ein Skalarprodukt auf dem Raum der stetigen reellwertigen
Funktionen im Intervall [a,b] (C([a,b],R)).

Zu einer symmetrischen Bilinearform auf R™ werden durch einsetzen der Standartbasisvektoren Zahlen a; ; := (e;, €;)
erhalten, die zu einer Matrix A = (a; ;) zusammengefasst werden konnen. Diese Matrix A ist symmetrisch und wird
die Darstellungsmatrix der Bilinearform genannt.

Im Komplexen wird das Skalarprodukt als positiv definite hermitesche Sesquilinearform definiert.
Hermitesch heifit, dass fiir v,w € W gilt:

(v, w) = (w, v)
Sesquilinear heifst, dass. fir u,v,w € W und a € C gilt:

(u, v + aw) = (u,v) + a{u, w)
(u+ av,w) = (u,w) + a{v, w)

Fiir v € V heifit
o] == v/ (v, v)
die (induzierte) Norm von v. Fiir v,w € V heift
d(v, w) = [[v-w|

der Abstand von v und w.
Ein Vektor v heifst Einheitsvektor/normiert, falls ||v|| = 1.
Zwei Vektoren v, w heifen orthogonal(senkrecht) zueinander, falls

(v,w) = 0.
Fiir einen Einheitsvektor «w € V und v € V heifst
(u, w)u
die orthogonale Projektion von v auf u.
Fir u,v € V und a € R bze. a € C gilt

o |(v,w)| < |[v||||w]| (Cauchy-Schwarz Ungleichung)



o [lav]| = lallv]|
o ||v+w|| <||v|]| + ||w|| (Dreiecksungleichung)
Orthonormalbasis:

e S C V heifst Orthogonalbasis, falls alle unterschidlichen Vektoren v # w € S orthogonal sind und S eine Basis
von V ist

e Eine Orthogonalbasis S C V heift Orthonormalbasis, falls zusétzlich alle Vektoren v € S normiert sind

e Zu einem Unterraum U C V heifit
Ut = {veV|{v,u) =0 fiir alle u € U}

das orthogonale Komplement von U und ist selbst auch ein Unterraum von V'

Gram-Schmidt Orthogonalisierung:

Mit dem Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren lisst sich leicht aus einer Basis U =uy, ..., u, eines Vektor-
raums eine Orthonormalbasis berechnen. Begonnen wird mit einem Vektor vy, der zunéchst normiert v; = uy /||u1]
wird. Dann werden nach folgendem die restlichen Basen zu einer Orthonormalbasis berechnet:

wi = Ui — 1 (U, Ui) Uy

Aus diesem Verfahren wird eine Orthonormalbasis {v1, ..., v, } erhalten.

2 Darstellungsmatrizen

Jede lineare Abbildung f : V' — W lasst sich (nach Wahl von Basen B von V und C von W) durch eine Matrix
beschreiben, da sich f(v;) als Linearkombination von Elementen in W schreiben ldsst.

Fvj) = 3205 aijwi mit ai j € K
Die Koeflizienten a; ; lassen sich zu einer Matrix
A= (a;;) € K™
zusammenfassen. Diese Matrix A heifst Darstellungsmatrix von f beziiglich B und C. Es wird die Schreibweise

A= Mc(f)

verwendet. Es wird also von der Basis rechts im Index zur Basis links im Index Abgebildet. Ist B = C' wird oft auch
nur Mp(f) geschrieben.
Beispiel:

Betrachtet wird eine Abbildung ¢ : R? — R? (z,y) — (y,x) von der Basis B = {e, (1)} auf sich selber. Die

zugehorige Darstellungsmatrix ist gegeben durch

Mp(¢) = (11 (1))7

da (Z)(bl) = —1by + by und ¢)(b2) = bs.

Verkniipfung linearer Abbildungen:

Seien U, V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und A, B, C' geordnete Basen von U, V bzw. W. Seieng : U — V
und f:V — W lineare Abbildungen. Dann gilt:

MC’A(f ] g) = MC,B(f) : MB,A(Q)

Liegt eine Darstellungsmatrix Mp ¢, aber es soll eine der Basen gewechselt werden wird eine Basiswechselmatrix
bendtigt. Sei B = {vy, ..., v, } eine Basis von V und B’ = {v], ..., v}} eine weitere Basis von V. Nun kénnen die alten
Basisvektoren als Linearkombination in der neuen Basis geschrieben werden



vj = D00y G gy,
mit a; ; € K. Dann heifst
Spp = (ai;)

die Basiswechselmatrix von B nach B’.

Die erste Basis steht wieder rechts, die zweite links!

Die Basiswechselmatrix ldsst sich auch als Darstellungsmatrix zur Identitét auffassen, also Sp'p = Mp: g(idy).
Seien V' und W endlich-dimensionale Vektorrdume und B, B Basen von V und C,C Basen von W. Dann gilt:

o Spp' = SE}B
e Mcr p(f) = Scre - Mc,s(f) - Sp.pr

Die Menge GL,(K) := {A € K™*"|A ist invertierbar } heifst allgemein lineare Gruppe, oder general linear group
auf englisch. Sie bildet mit der Matrixmultiplikation als Operation eine Gruppe.

Der Basiswechsel der Darstellungsmatrix einer Bilinearform ist anders als der einer linearen Abbil-
dung. Es gilt:

Mc((,)) = She - Ms((,)) - Sse
e Zwei quadratisch Matrizen A, B heifien dhnlich, falls es S € GL, (K) gibt mit B = SAS™!

e Zwei Matrizen A, B € K™*" heilen #quivalent, falls es S € GL,(K) und T € GL(K) gibt, so dass
B=TAS™!

Wird von einer Basis in die Standartbasis gewechselt, so ist die Basiswechselmatrix schnell bestimmt, da die Spalten
der Basiswechselmatrix der Darstellung der alten Basis in der Standartbasis entsprechen.
Beispiel:

Sei E die Standartbasis in R? und B’ = {(}) , (?)} eine Basis, in die gewechselt werden soll. Es wird also Sp/g

(1)

_ 1 0
Spip = Spp = <_1 1>

gesucht. Spp/ ist somit

Nun wird noch Sg/g berechnet:

3 Matrixexponential

Ist A € K™*" eine quadratische Matrix, so konvergiert die Reihe

exp(A) Yopr ) 5 A"
Fiir D — (g 2) gilt

exp(D) = (ex%(a) eXS(b)>’ da A* = (%k bgf)

Dies lasst sich auf beliebige Diagonalmatrizen verallgemeinern. Fiir

01 0
A=10 0 1
0 0 O
gilt
0 0 1 0 0 O
A2=(0 0 0] und A* =0 0 0] fiir k>2
0 0O 0 0O



also ist

1 1 0,5
exp(A) = I3+ A+3A42=(0 1 1
00 1

Es seien A, B € C"*" dhnlich mit B = SAS™! mit S € GL,(C). Dann gilt
exp(B) = S~lexp(4)S

da fiir die n-te Teilsumme gilt
o b = Tig B(SAS) = S bS5 ks = 57 (S hat) 5

Ist eine Matrix B in Jordanscher Normalform, dann ldsst sie sich als Summe einer Diagonalmatrix D und einer
Nebendiagonalmatrix N schreiben B = N+ D. D und N kommutieren dabei (also DN = N D). Kommutieren zwei
Matrizen A und B gilt

exp(A + B) = exp(A) - exp(B)

Daraus ergibt sich fiir eine Matrix A = S~!BS mit Jordanscher Normalform B und maximaler Linge e eines
Jordan-Blocks

exp(A) = S~! diag(e, ..., eMn) (Z,i:é kl!Nk)S
Damit lassen sich Differenzialgleichungen der Form
y(t) = Ag(t)
mit Losung

y(t) = exp(At)yo

leicht 10sen.



