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Probeklausur - Losung
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Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass jede Matrix A aufgeschrieben werden kann als A = B + C, wobei B = BT und CT = —C.
[6 Punkte]
Losung:
Es miissen folgende Gleichungen gelten:
A=B+C A"=B-C
Das lésst sich eindeutig auflésen zu: AT T
B— '; o=
Damit ist die Losung gefunden.
Aufgabe 2
Gegeben seien die Abbildung
fiR*xR® 5 R, (z,y) = 2z1y1 + 222Y2 + 223Y3 — T1Y3 — T3y
und der Untervektorraum ) .
V = span -11, _2 C R3.
-1 -1
(a) Zeigen Sie, dass f ein Skalarprodukt definiert.
(b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von V beziiglich f.
[16 Punkte]

Loésung:

(a) Wir konnen die Abbildung iiber die folgende Matrix definieren:

2 0 -1
A=10 2 0
-1 0 2

Wir sehen direkt, dass A symmetrisch ist, da A” = A. Durch die Matrix selbst ist sie auch bilinear. Es
bleibt zu zeigen, dass A positiv definit ist. Dafiir berechnen wir die Eigenwerte.

2-X 0 —1
0 = det(A — AE3) = det 0 2-X 0 =2-N[2-X?*-1]
—1 0 2-X

& A=2 VvV (2-)N?’=1 & A=2+1

Also sind die Eigenwerte A = 1,2, 3 positiv und damit ist die Abbildung positiv definit. Somit ist f ein
Skalarprodukt.



(b) Zunéchst normieren wir den ersten Vektor und wenden anschliefend das Gram-Schmid-Verfahren an.

2 0 -1\ /2 o1 (2
i = (i) =(2 -1 -1)[0o 2 of[-1]=16 = w=—"=-[-1
-1 0 2 -1 oaf| 4 -1
-1 1 2 0 -1 2 2
Wy =wvy — (v, w)wr=| 2 | —— (—1 2 =10 2 o0][-1 -1
-1 -1 0 2 -1 -1
1\ . /2 —3/8 —6
— [ 2 _1735 1| = 27/16 %6 27 ::lﬂ6
~1 ~1 —21/16 —21
2 0 -1 —6
Jul*= (-6 27 —21)[ 0 2 0 27 | = 2160
-1 0 2 —21
—6
U 1
= Wy = 7—— = 27
Die Orthonormalbasis ist damit gegeben durch
2 —6
1 1
B={>|-1], 27
A\o1) 12VI5\ g
Aufgabe 3
Es sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung auf einem Vektorraum V. Zeigen Sie, dass gilt
fker(f*)) € ker(f1)
[7 Punkte]
Lésung:
Sei v € f(ker(f )) Das heifit, 3 w € ker(f¥) : ¢(w) = v. Fiir dieses w gilt nun f*(w) = 0. Also auch
0 = fH(w) = A1 (F(w)) = F4(v). Damit ist v € ker(f*~1).
Aufgabe 4

a b

Leiten Sie eine Formel fiir die Inverse einer Matrix A = <c d) € Mat(2, 2, K) fiir det(A) # 0 her.

[7 Punkte]

Losung:
Wir nutzen die bewéhrte Methode zur Berechnung der Inversen.

a b (H)J b 1 0 \ a@r a b
c d 0 1 O d—bc/a | —c/a 1 0 ad-—bc

(1) =b(I1) det(A) ( 0 1+bc/(ad —bc) —ab/(ad — be) )

1 0
—c a
0 ad-—bc —c a

D/a 1 0| d/(ad—bc) —b/(ad— bc)
(II)/Tgt(A) ( 0 1|—c/(ad—bc) af(ad— bc) )

AT = detl(A) (—dc ab) :

Also ist




Aufgabe 5

Betrachte den Vektorraum V iiber den Korper C
(a) Gibt es fiir jede Matrix A € C"*™ Eigenvektoren ?

(b) Begriinden Sie kurz, weshalb die Determinante jeder Matrix A das Produkt aus seinen Eigenwerten (unter
Beriicksichtigung der algebraischen Vielfachheiten) ist, also det(A) =[], )\;n“(Ai)

(c) Sei die Matrix A selbstadjungiert, also A = AT. Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte reell sind.

(d) Sei die Matrix A dhnlich zu B, also es existiert S € GL,,, sodass A = S™!BS. Zeigen Sie, dass A und B
dieselben Eigenwerte haben.

[12 Punkte]
Losung

(a) Ja. das charakteristische Polynom y4(A) = det(A — AI,) hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra
mindestens eine Nullstelle/ Losung in C. Da m4(\) > 1, ist garantiert, dass Eigenvektoren existieren.

(b) Das charakteristische Polynom von A hat als Nullstellen gerade die Eigenwerte von A gemif} algebraische
Vielfachheit. Da wir uns im Koérper C befinden, zerfillt x 4 in Linearfaktoren nach dem Fundamentalsatz
der Algebra. Also xa(\) = det(A — AI,) = [[;(A; — A)™e*). Auswerten an der Stelle A = 0 liefert dann
das Ergebnis.

(c) Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Berechne bzgl. des Standardskalarprodukt in C:
Mo, v) = (v, ) = (v, Av) = 5T Av = 9ATv = o' v = (Av,v) = (v, v) = Mo, v)

Da (v,v) # 0, ist A = A, also \ € R.

(d) Die Eigenwerte sind dann gleich, wenn das charakteristische Polynom dasselbe ist
det(A — \I,,) = det(S™*BS — \I,,) = det(S™'BS — S'\I,,S) = det(S™H(B — \I,,)S) =
det(S™1)det(B — AI,,)det(S) = det(B — \I,,)
Alternativ: Sei A ein Eigenwert von A mit Av = Av. Dann gilt
Av=S"'BSv =\ & SSTIBSv = S v & BSv = A\Sv

Also ist A auch ein Eigenwert von B zum Eigenvektor Sv. O

Aufgabe 6

Gegeben sei die Matrix
8 -1 -1
A=|-1 8 —1| €Mat(3,3,R)
-1 -1 8

Diagonalisieren Sie A, indem Sie eine Diagonalmatrix D und eine Basiswechselmatrix S angeben, sodass D =
S~L1AS ist. Wie viele verschiedene solcher Matrizen S gibt es?
Zur Kontrolle: Die Eigenwerte sind A = 6 und A = 9. Nutzen Sie zur Berechnung Laplace-Entwicklung.

[19 Punkte]

Losung:



Fiir die Eigenwerte nutzen wir Laplace-Entwicklung nach der zweiten Spalte.

88— -1 -1
0 =det -1 8—-Xx -1
-1 -1 8-

:(_1)(—1)det<<j 8__1A )+(8—A)olet<(8__1A 8__1A>>+(—1)(—1)Glet<(8__1A j))

Damit sind die Eigenwerte A = 9 und A = 6. Fiir die Eigenrdume gilt

-1 -1 -1 1 1
F9 = Kern -1 -1 -1 = Kern((l 1 1)) = span -11,1 0
-1 -1 -1 0 -1
2 -1 -1 (I1)— (111 0 -3 3 (1)< (111) -1 -1 2
FE¢ = Kern -1 2 -1 = Kern 0 3 -3 = " Kern
1 -1 2 (I)+2(I11) 1 -1 2 (I11)— (11) (( 0 3 —3))

D-(-1) 1 1 =2\\ ®- 10 -1}
/3 Kem<<0 1 —1>> - Kem((o 1 —1>>_Span !

Dadurch dass die algebraische Vielfachheit und die geometrische Vielfachheit beider Eigenwerte gleich sind, ist
A diagonalisierbar.
Also kénnen wir die Matrizen folgendermafien wihlen:

9 0 0 1 1 1
pD=109 0|, sS=[-1 0 1
00 6 0 -1 1

Die Eigenrdume sind Untervektorrdume, also ist S nicht eindeutig und es gibt unendlich viele S, die man hier
wéhlen kann.

Aufgabe 7

Sei A € R™" symmetrisch und invertierbar, also A = AT. Seien A, zwei verschiedene Eigenwerte von A.
Zeigen Sie, dass die Eigenvektoren zu A, u orthogonal zueinander stehen.

[7 Punkte]
Lésung
Da A = AT gilt

0= v Aw —vT ATw = v7 Aw — (Av)Tw = (v, Aw) — (Av,w) = (v, pw) — A, w) = (0 — \){v, w)

Da nach Voraussetzung A # u, muss (v, w) = 0, v, w sind also orthogonal zueinander.

Aufgabe 8
Gegeben sei die Matrix
-5 0 0 4
0o -1 0 0
A= 0 0 -1 0

Berechnen Sie iiber dem Korper K = R



(a) die Eigenwerte von A,
(b) zu jedem Eigenwert den zugehoérigen Eigenraum.

[14 Punkte]
Loésung:

(a) Wir berechnen die Eigenwerte iiber das charakteristische Polynom und benutzen Laplace-Entwicklung
nach den mittleren Spalten.

7507 ’ —10— A 8 3 —H=A 0 1
0 = det =(—1—-X)det 0 o 0
0 0 —1-x 0 Y 0,
-1 0 0 —1-A

:(—I—A)Qdet<(_5_)\ 4 >):(—1—/\)2[(5+/\)(1+/\)+4]:(1+>\)2[/\2+6>\+9]

1 —1-2A
[~6+ /36— 4-9] = -3

DN | =

A2 4+6A4+9=0 < A=

Die Eigenwerte sind also Ay = —3 und Ay = —1.

(b) Wir berechnen jeweils den Kern der Matrix.

A=-—1:
—4 0 0 4 0 0
0 0 0 O 0 1 0
E_; =Kern 0 00 0 —Kern(<0 0 0 1)) = span ol |1
-1 0 0 O 0 0
A=-3
0200 100 -2 3
FE_3 =Kern = Kern 01 0 O = span
0 0 2 0 00 1 0 0
-1 0 0 2 1
Aufgabe 9
Berechnen Sie zu folgender Matrix alle Eigenwerte, sowie deren algebraische und geometrische Vielfachheiten:
1 ... 1
B=|: .. | eR” n>2
1 1

[12 Punkte]
Losung:
Da offenbar det(B) = 0, ist ein Eigenwert A; = 0. Und seitdem

T1
T2
ker(B)=<az=| . | eR" |z 4220+ - +2,=0

LTn

ist die geometrische Vielfachheit my(0) = dim(ker(B)) = n — 1 < m,(0). Die algebraische Vielfachheit m,(0)
kann aber nicht n sein, da es noch einen weiteren Eigenwert gibt:

z Z24+z--4+z z

z z2+z--+z z
B-|l.]|= . =n]|. Vz e R

z Z24+z---4+z z

Der zweite Eigenwert ist also Ay = n. Direkt sieht man ab, dass mg4(n) = 1 < mg(n). Mit diesem Ergebnis folgt,
dass mq(0) =n — 1 und damit m4(1) = 1, da m4(0) + m4(1) = n gelten muss.



