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1 Mathematische Grundlagen

1.1 Greensche Funktionen
1.1.1 Gedampfter harmonischer Oszillator

Bei einem geddmpften harmonischen Oszillator mit Masse m, Dampfungskonstante v, Eigenkreis-
frequenz wp und duflerer Kraft F(t) lautet die Bewegungsgleichung fiir den Ort z(¢) bekanntlich

F(t
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m
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a) Zeige, dass
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w

mit w = y/wi — 72 eine Green’sche Funktion zu diesem Differenzialoperator ist.

b)Berechne damit z(t) fiir F(t) = FyO(¢). Die Losung der homogenen Differenzialgleichung
darf dabei ignoriert werden. Interpretiere das Ergebnis physikalisch.

Losung: a) Zunichst schreiben wir zur Abkiirzung 7 = ¢ — ¢/ und benutzen, dass dr = dt ist. Es

ist also zu zeigen:
sin(wT)

d—2+2 LI O(r)e T ——= = ()
dr? ’YdT o e w T

Das beweisen wir durch stures Nachrechnen. Erst mal die erste Ableitung:

sin(wT) sin(wT) sin(wT)

d
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Der erste Summand verschwindet, da 6(7) sin(wr) = 0(7) sin(w - 0) = 0 ist. Es bleibt

q . .
4 5(r)em W) _ g0 <_f’m(m) N COS(W))
dr w
Fiir die zweite Ableitung folgt:
d? - sin(wT) _ sin(wT)
= TP\ T
2 O(1)e " o(7)e ( vy + cos(wT))

sin(wT)

—yO(r)e "7 (—’y + cos(wr))
+ O(1)e™ " (= cos(wT) — wsin(wT))

Im ersten Summanden bleit wieder wegen 0(7)f(7) = §(7)f(0)) nur 6(7) iibrig. Den zweiten und
dritten fasst man zusammen:

d? sin(wr)

—O(r)e 7 =6(1) +O(r)e "7

- (yQSmE:”T) — 2y cos(wr) — wsin(w7)>



Setzt man die Ableitungen in die Differenzialgleichung ein, so bleibt nach Zusammenfassen zunéchst

sin(wT)

d? d
(02 + 2a +4) O™ =5(r) + O(r)e "

w

sin(wT
) ( )(_,yz_wz_’_wg)
w
iibrig. Mit w? = w2 —~? verschwindet der Ausdruck in der hinteren Klammer, und es bleibt rechts

nur die Delta-Funktion iibrig. Dies war zu zeigen.

b) Die allgemeine Losung ist
x(t) :/G(tft’) @dt’
m
(plus evtl. eine homogene Lésung), mit der gegebenen Kraft und der Green’schen Funktion von
oben also " ) .y
z(t) = i/@ ) o (t— t/)ew(pt/)sm(‘“(i_))dt'
m w

Das Produkt der beiden Theta-Funktionen sorgt dafiir, dass man nur Beitrdge zum Integral erhélt,
wenn gleichzeitig ¢’ > 0 und ¢’ < t ist. Fiir ¢ > 0 hat man also die Einschrinkung 0 < ¢ < ¢’ fiir
das Integral. Fiir ¢ < 0 konnen dagegen beide Ungleichungen gleichzeitg nicht erfiillt sein, und das
Intgral liefert keinen Beitrag; es gilt also z(¢) = 0 fiir ¢ < 0. Das koénnen wir wieder mit einer
Theta-Funktion ausdriicken:

2(t) = Do) /Ot o(t-tysin @t —11)

m w

Mithilfe zweimaliger partieller Integration (wobei die Substitution 7 = ¢ — ¢’ hilfreich sein kann)
und ein wenig zusétzlicher Rechnerei erhélt man daraus

Fy _sin(wt)  _
t) = O@) [ —ye "——~ —e " t)+1
olt) = g 0) (e e o) +
Wie man leicht nachpriift, ergibt diese Losung physikalisch Sinn: Einerseits folgt 2(0) = 0 und
v(0) = (0) = 0; zu Beginn ist der Oszillator im Ursprung in Ruhe. Andererseits bleibt fiir ¢ — oo
nur z(t) = 7532 : Die Schwingung ist fiir grofle Zeiten abgeklungen und der Oszillator nimmt die
neue Ruhelage ein, die durch die duflere Kraft vorgegeben wird.

2 Elektrostatik

2.1 Multipolentwicklung
2.1.1 Multipolmomente
Die sphérischen Multipolmomente sind definiert durch
am = [ Eap(@r'¥i 6.0)

Berechnen Sie all Multipolmomente der Ladungsverteilung

— € 7\ 2 —r/a . .2
o(7) = 64ma3 (E) e~/ sin’ 6

Losung: Zunichst fillt auf, dass die Ladungsverteilung nicht von ¢ abhéngt. Bei der Berechnung
der Multipolmomente tritt daher das Integral

27
/ dpe™™? = 276,10
0



auf. Alle Multipolmomente ¢;,,, mit m # 0 verschwinden also. Weiter ist
2
sin?f =1 — cos? 0 = 3 (Po(cos ) — Py(cos b))

Da die Legendre-Polynome die Orthogonalitéitsbeziehung

2
T on+1

5” m

[ 11 dz P, (2) P ()

erfiillen, konnen nur die beiden Multipolmomente ggp und g9 von Null verschieden sein. Der
allgemeine Ausdruck fiir g, wird

20+1
s

Py(cos )

e ™2 . 2
Qum = 2700 | drr't? - GIma? (5) e 7/ /dcos 95 (Py(cos @) — Py(cos b))
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Speziell ergibt sich
e 45

qoo = ;G20 =
Vi T

2.1.2 Multipolentwicklung: Quader

Zeige: Die Kanten eines Wiirfels haben die Lénge 2a und verlaufen parallel zu den Koordinaten-
achsen. Sein Mittelpunkt ist (1) der Ursprung, (2) der Punkt (a,a,a). Der Wiirfel ist homogen
geladen mit Ladungsdichte pg.

(a) Berechne jeweils die Gesamtladung, das Dipolmoment und das Quadrupolmo- ment.

(b) Ermittle allgemein, wie man die Gesamtladung, das Dipolmoment und das Quadrupolmoment
einer Ladungsverteilung, die in zwei verschiedenen, gegeneinander um den Vektor d verschobenen
Koordinatensystemen berechnet wurden, ineinander umrechnen kann, und iiberpriife deine For-
meln, indem du die Ergebnisse von ( 1) und ( 2 ) ineinander umrechnest.

(c) Zeige: Verschwindet die Gesamtladung, so ist das Dipolmoment unabhéingig von der Verschie-
bung; verschwinden Gesamtladung und Dipolmoment, so ist das Quadrupolmoment unabhingig
von der Verschiebung.

Losung: a) (1) Die Gesamtladung ist

q:/png:po/ dx/ dy/ dz = po - 2a - 2a - 2a = 8a>py

wie sich natiirlich auch direkt aus ¢ = pgV" ergibt. Die x-Komponente des Dipolmoments ist
p1=/pode=p0/ xdz/ dy dz=pg-0-2a-2a=0

ebenso ergibt sich auch p, = p3 = 0. Das Dipolmoment verschwindet hier also. Ahnlich wie beim
Dipolmoment zeigt man, dass die Nicht Diagonalelemente des Quadropolmoments verschwinden.
Weiter:

9 a 9 a a 2 3 qa2
por-dV = po redz dy dzzpo-ga-2a~2a=?

dasselbe Ergebnis erhilt man jeweils fiir die Integrale iiber y? und iiber z2. Damit folgt sofort

Qu = /p(?“) (22 —y* —2%)dV =0



und ebenso Q22 = @33 = 0 - auch das Quadrupolmoment verschwindet hier also.
(2) Die Gesamtladung ist

2a 2a 2a
q:/podV:po/ dx/ dy/ dz = po - 2a - 2a - 2a = 8a>py
0 0 0

wie sich natiirlich auch wieder direkt aus ¢ = poV ergibt. Die z-Komponente des Dipolmoments

ist nun ) ) )
plz/pode:po/ xdx/ dy/ dz = po-2a%-2a-2a = qa
0 0 0

ebenso ergibt sich auch ps = p3 = ga. Die Nicht-Diagonalelemente des Quadrupolmoments ver-
schwinden nun auch nicht mehr, z.B.

2a 2a 2a
/pOSxde = 3,00/ xdx/ ydy dz = 3pg - 24 - 2a® - 2a = 3qa*
0 0 0

dasselbe Ergebnis erhélt man auch fiir alle anderen Nicht-Diagonalelemente. Auflerdem ist

2a 2a 2a
8 4
/pondV = po/ J;2da:/ dy dz = pg - gag -2a - 2a = gan
0 0 0

Die Integrale iiber %2 und iiber 22 liefern jeweils dasselbe Ergebnis. Damit folgt wieder, dass die
Diagonalemente alle verschwinden.

b) Die Ergebnisse im einen Koordinatenstem seien ¢,p und @, die im Koordinatensystem, das
diesem gegeniiber um d verschoben ist, seien ¢/,p’ und Q’. Die Koordinaten heifien z,y und z
bzw. ' = ¢ —dy,y =y —dy 27 = z — d,. Fir die infinitesimalen Volumenelemente in den
Integralen gilt natiirlich dV = dV’. Bei den Ladungsdichten miissen wir ein wenig vorsichtig sein:
Im alten Koordinatensystem haben wir p(r), im neuen p’ (v') (nicht einfach p (r')—im verschobenen
Koordinatensystem brauchen wir zur Beschreibung der Ladungsverteilung eine andere Funktion!).
Dabei gilt p/ (r') = p/(r — a) = p(r) Zunichst ist dann natiirlich

q = /p’ (r')dv’ = /p(r)dV =q

die Gesamtladung #ndert sich selbstverstéindlihc bei einer Verschiebung des Koordinatensystems
nicht. Beim Dipolmoment ist dagegen

v = [0 e)rav = [ o - aav
= /p(r)rdV - d/p(r)dV =p—qd

es dndert sich also um das Produkt aus Gesamtladung und Verschiebungvektor. Auch das Qua-
drupolmoment dndert sich:

Qi = / p' () (Bajay — r?6;5) AV’
:/p(r) (3(zi — d;) (zj — dj) — (r — d)?6;5) AV
= / p(r) Baiz; — r?6;;) AV
+ /p(r) (=3ds; — 3asd, +2(r 0 d)3s;) AV

+ /p(T’) (3didj — dzéij) dVv
=Qij — (3d;p; + 3p;d; — 2(p o d)dy;) + q (3d;d; — d*5;5)



Uberpriifen wir die Ergebnisse aus (a). Das Koordinatensystem (1) ergibt sich aus (2) durch Ver-
schiebung um den Vektor d = (a,a,a)”, wir haben also d; = a fiir alle . In Koordinatensystem
(2) hatten wir berechnet: p = gd, Q;; = 3qa? fiir i # j und Q;; = 0 fiir alle 4. Damit folgt in ( 1):

p=p-gd=qd—qd=0
Qij = Qij — (3dip; + 3pid;) + ¢ (3d;d;)
= 3¢qa® —(Sqa +3qa)+q(3a2)—0 (i # j)
Ql; = Qi — (3d;p; + 3pid; —2(pod))+q(3dd —d?)
:O—(3qa +3qa —6qa) (3@2 ):0

in volliger Ubereinstimmung mit den Ergebnissen in (a).
¢) Fiir Fiir g=0ist p =p—0-d=p, fir =0 und p =0 ist

Qi; =Qij —(3d;-04+3-0-d; —2-(00d)d;;) +0- (3dsd; — d*6;;) = Qs;

2.1.3 Multipolmomente: Pyramide

Eine homogene Ladungsverteilung habe die Form einer dreiseitigen Pyramide mit den Eckpunkten
0(0;0;0), A(a;0;0), B(0;b;0) und C(0;0;c). Ermitteln Sie die Multipolmomente dieser Ladungs-
verteilung bis einschlielich des Quadrupolmoments. Was ergibt sich spziell fiir a = b = ¢?
Hinweis: Die hier auftretenden Integrale konnen alle folgendermafien geschrieben werden:

a b—%w c—fx—3Fy
/dV:/ dx/ dy/ dz
0 0 0
1 1—2’ 1—a'—y’
abc/ dx’/ dy'/ dz
0 0 0
1 1-y 1—2' -2’
= abc/ dy’/ dz’/ da’
0 0 0
1 1—2 1—z'—a’
= abc/ dz’/ dx'/ dy/’
0 0 0

wobei &' = z/a,y’ = y/bund 2z’ = z/c substituiert wurden und die letzten beiden Zusammenhénge
aus Symmetriegriinden gelten. Damit hat man zunéchst fiir die Gesamtladung

1 1—a’ 1—2'—y’
q:abc/ dx'/ dy’/ dz'pg
1—a’

—abcpo/ dx/ Yy (1—2' —y)
/ / / 1 "2
:abcpo/ dz <(1—m)(1—m)—2(1—x)>
0
1

1
1
= abcpo/ dx’i (1-— x’)2 = abcepg -
0

=V
6 Po

wobei man das Volumen V' = abe/6 der Pyramide auch elementargeometrisch berechnen kann. Die
z-Komponente des Dipolmoments ist entsprechend

1 1—a’ .,
pL = abc/ dz/ dy' = ¥ d2'ax’ po
0 0

- o bopy /1 da'2’ (1—2')* = a”bepy =
0

2 24 4

und aus Symmetriegriinden folgt

_gb _qc
p2*47 p3*4



Fiir den Quadrupoltensor berechnen wir wieder erst

)
[N

J@?p(r)dV = L&
[y?p(r)dv = 4

(Ve

)

)
[ Z2p(r)dV = %<
und damit ( ) ) 2)
q(2a°—b"—c
Qu =1
q (2b2 B — a2)
Q22 = 10
q (202 —a® - b2)
Q33 = 10

Die Nicht-Diagonalelemente sind etwas aufwendiger zu berechnen, hier beispielhaft
1 1-2'
Q12 :3a2b20p0/ dx’x'/ dy'y' (1 —2' —9)
0 0

1
1
:3a2b20po/ da'a’ {(1 — ') 3 (1—2')
0

1
~ga-a]
272 1
zagﬂ/ d's! (1— 2)?
0
a’b%cpy 1 3qab
2 20 20
und aus Symmetriegriinden
_ 3qac _ 3qbe
Q13 = 0 Q23 = 50

Fiir a = b = ¢ hat man speziell

Qi1 =02 =Q33=0

3qa?
Qi2 = Q13 = Qa3 = 20

Der Quadrupoltensor hat in diesem Fall also nur Komponenten auflerhalb der Diagonalen.

2.1.4 Multipolmomente: Kreisscheibe

Bei einer Ladungsverteilung sei die Ladungsdichte nur ungleich null in einer Kreisscheibe mit Ra-
dius r¢ in der x — y-Ebene um den Ursprung. In dieser Kreisscheibe habe die Flichenladungsdichte
den Wert gg. Ermitteln Sie die sphérischen Multipolmomente dieser Ladungsverteilung.

Hinweis: Benutzen Sie die FEigenschaften der Kugelflichenfunktionen bzw. der Legendre-
Funktionen.

Hinweis: Die Ladungsdichte ist

d(cos )

r

p(r) = oo

fiir r < rg und ansonsten null. Damit hat man

4 m 2m 1
Qo = 90 / r2drrt=t / dcp/ dcos v
204+ 1 Jq 0 1

- 0(cos )Y, (9, )

Die Integrale iiber » und ¢ konnen sofort ausgefiihrt werden:

{42
0

dmogr, /2”
=000 oYy ()2,
=ty ), WV (m/2,9)



Fiir das Integral iiber ¢ beachte, dass die ¢ -Abh#ngigkeit von Y;,, allein in dem Faktor ™%
steckt. Wegen

2m
/ e™Pdp = 2m6mo
0

folgt sofort, dass g, = 0 ist fiir alle m # 0 und

2 0+2
8mogr

0= 1)+ 2)
2 042 4
_ TooTy 7 PZ(O)
{42 20+1
Fiir die weitere Auswertung benutzt man zunéchst, dass fiir ungerade ¢ die Legendre-Funktionen
Py ungerade Funktionen sind, also P;(0) = 0 gilt. Fiir gerade ¢ kann man dagegen beispielsweise
folgende Formel benutzen, die man in der mathematischen Literatur findet:

Yio(m/2,0)

/2

=3B (1) (*7%)

Fiir x = 0 bleibt der Summand mit k& = ¢/2 iibrig, also

Fi(0) = (7;72[/2 ( £f2 )

2ragry 47 (1)4/2< 1 >

Schliellich bleib fiir gerade ¢:

o =" \Vaorr1 2 /2

Alle anderen Multipolmomente verschwinden.

2.2 Sphérisch symmetrisch Ladungsverteilungen

Zeige: Fiir um den Ursprung sphérisch symmetrische Ladungsverteilungen verschwinden das Dipol-
und das Quadrupolmoment.

Losung: Da die Ladungsverteilung sphérisch symmetrisch ist empfiehlt es sich, in Kugelkoordina-
ten zu arbeiten. Das Dipolmoment fiir eine solche Ladungsverteilung p(r) ist

p= [ oorrav = ["pwar [ ase,

Wie man in Kugelkoordinaten leicht sieht, verschwinden die Winkelintegrale iiber die Kom-
ponenten von e, alle, also verschwindet das Dipolmoment. Ahnlich kann man bei den Nicht-
Diagonalelementen des Quadrupolmoments argumentieren; beispielsweise hat man

Q12 = /p(r)?)xde = 3/OO r4p(r)dr/dQ sin? ¥ cos @ sin p = 0
0
Fiir die Diagonalelemente berechnen wir erst mal
/p(r)xQdV = /00 rip(r)dr / dQ sin? 9 cos?
0
Die Winkelintegrale kann man leicht explizit auswerten; man erhélt

/p(r):rng = /000 rp(r)dr - %71’

Dasselbe Ergebnis erhilt man auch bei den Integralen iiber y? bzw. z2. Damit folgt sofort

Qu = /p(r) (222 —y? = 22)dV =0

und ebenso Q22 = Q33 =0



2.3 Ladungsdichte des Wasserstoffatoms

Die Ladungsdichte eines Wasserstoffatoms im Grundzustand erzeugt das elektrische Feld

E(@) = T%e*%/aoan

1. Berechnen Sie daraus die Gesamtladung @ des Wasserstoffatoms, das heifit die Ladung, die in
einer Sphére mit Radius R — oo eingeschlossen ist

2. Bestimmen Sie die Ladungsdichte des Wasserstoffatoms

Losung: 1. Fiir die Gesamtladung erhalten wir

1
Qv = y= /dcos Hdgoeesz/‘“’ = ee~2R/a0 B2
T

2. Die Ladungsdichte wird
e

=) — 63 2\ —2r/ag
) = %) — e

2.4 Feld und Energie einer geladenen Vollkugel

1. Eine Vollkugel mit Radius R habe die Ladungsdichte

15Q R\’
plr) = 27 RS <r a 2>

wobei r den Abstand zum Mittelpunkt der Kugel bezeichnet. Welches elektrische Feld von dieser
Ladungsdichte erzeugt?

2. Wie grof ist die Feldenergie innerhalb einer Sphéire mit Raidus r» und Mittelpunkt im Zentrum
der Kugel?

Loésung: 1. Die Ladungsdichte lautet

150 (r - g)z OR - 1)

Aus der sphérischen Symmetrie der Ladungsdichte erhélt man, dass E = Eé,. Mit dem Satz von
Gauf} erhélt man durch Integration tiber eine Sphére mit Radius r, zentriert {iber den Ursprung,

/dgxﬁE' = /dAE =4mr’E = 47r/d3xp(f)

@(rR)/ORdrr? (r§> +@(Rr)/ordrr2 <r§)2

- for-meomn (G -8 G 37)]

2. Fiir die Feldenergie innerhalb einer Sphéire mit Radius r erhélt man

Ulr) = L / PrEX (D) = % /0 ' drE?(r)

8

und damit weiterhin

30Q
()= 2ks

2

Q2

5 O(r — R) (Uz2(r/R) + U1 (1)) + ©(R — r)Us (r/R)]

2
¥ 15 )
Ui(z) = / dza? (6303 - ?x2 + 2x>
0

wobel

45 345 25 5
49 g 0% g LD g I g
=4x 4x+28m 435 +4x
T 3
-1
Uz(m)Z/ldmﬂ:xB



2.5 Potenzial im Wiirfel

Gegeben sei ein Wiirfel der Kantenldnge L. Die Seitenflichen befinden sich auf Potenzial null bis
auf die Deckenfliiche bei z = L mit Potenzial v(x,y) und die Seitenfliche bei 2 = L mit Potenzial

u(y, z). Bestimmen Sie das Potenzial im Inneren des Wiirfels fiir
2rx

a)  v(z,y) =vosinh (¥)sin (32), wu(y,2z) =0
b) U(xvy) :Uo% 7u(yaz) :Uo%z
Losung: 1. Fiir den Fall v = 0 und v # 0 ist die allgemeine Losung der Laplace Gleichung
(oo}
O(x,y,2) = Z A sin (wy @) sin (wy,y) sinh (wpm2)

n,m=0

™™ 3 3
Wp = fv Wnm = Wy, + W

Mit Beriicksichtigung der Randbedingungen fiir den Wiirfel insbesondere fiir z = L und der Or-
thonormalitdt der Sinusfunktionen erhalten wir fiir das Potenzial

wobei

o0

@(gj,y,z) = (71)

m=0

sinh (wg,2)

mt1 Vowm L sinh(1) sinh (wam2)
sinh (wa, L)

Ttz sin (wex) sin (wymy)

2. Das Potenzial muss hier als Linearkombination zweier Anteile dargestellt werden, von denen
beide jeweils an allen Wénden bis auf einer verschwinden

o0

b(z,y,2) = Z (Apm sinh (Wy, @) sin (wy,y) sin (W, 2)

n,m=0

+Bpm sin (wpx) sin (wy,y) sinh (wpm 2))

Da die Randbedingungen and beiden Fliachen analog sind, reicht es, nur eine davon zu berechnen.
Das gesamte Potenzial wird dann

.- 4- (="t . .
@ = h nm n
(z,y,2) ) mE . nom 2 s (D) (ug sinh (wWp,a) sin (w,Yy)

-sin (wmz) + vo sin (wyx) sin (wpy) sinh (Wpmz))

2.6 Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Fiir rotationssymetrische Systeme lésst sich die Losung der Laplace-Gleichung schreiben als

= B
<I>(r,9) = Z (Al’rl + Tl+ll> B(COS 9)

1=0
wobei P, die Legendre-Polynome sind. Diese erfiillen die Orthogonalitiatsbeziehung

/_1 dx Py (z)P(z) = L(Skl

S 2041
1. Eine unendlich diinne und leitfihige Kugelschale mit Radius R wird in eine homogenes elek-
trisches Feld E = EE,, gebracht. Wie lautet das Potenzial ®(r,f) im AuBenraum? Welche
Fliachenladunsdichte o(f) wird auf der Kugelschale erzeugt?
2. Auf einer unendlich diinnen Kugelschale mit Radius R liegt das Potenzial V() an. Der Innen-
und Auflenraum der Schale ist frei von Ladungen. Entwickeln Sie V' nach Legendre-Polynomen und
geben Sie so das Potenzial ® im Innen- und Auflenraum an. Was ergibt sich fiir den Spezialfall
V() = Vycos? 6?7
Loésung: 1. Fiir das Potenzial erhélt man

RS
O(r,0) = FE (73 - 7’> Py (cos @)
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Die Flachenladungsdichte ergibt sich aus
4dro(0) =E.(R,0) = —0,P(R,0) = 3EP;(cosb)
3E
=o0(0) = EPI (cos )

2. Entwickeln wir V' nach Legendre-Polynomen, erhalten wir

= Z a; Py (cos 6)
1=0

wobei a; = (n+ 1) f_ll d(cos @) P(cos§)V (0). Mit dem Potenzial im Innen- und Auflenraum und
auf der Schale, den Randbedingungen und der Entwicklung von V erhalten wir

0 (r/R)!, r>R
O(r,6) = Zal 1, r=R » Pcosb)
1=0 (R/r)*Y r<R
und fiir den Spezialfall V' (0) = V; cos? § schlieflich
Po(cos ) + 2(r/R)? Py(cos ), r>R
Py(cos @) + 2P5(cos0), r=R
(R/r)Py(cos ) + 2(R/r)3Py(cosf), r <R

O(r,0) = %,

2.7 Geladene Halbkugelschale

Eine diinne geladene halbkugelformige Schale mit Radius R trage eine homogene Ober-
flichenladungsdichte o. Berechnen Sie das Potenzial entlang der Symmetrieachse! Uberpriifen Sie
Thr Ergebnis, indem Sie das Potenzial im Kugelmittelpunkt ausrechnen, wofiir keine Integrale zu
16sen sind!

Lésung: Das Problem kann durch Integration von ¢(r) = [dV’p (r') |T_1r,‘ gelost werden, wobei

das Integral nur iiber eine Hemisphére (cos?’ > 0) be1 r’ = R geht:

2
R2/ dcp/ d (cos ') -
,T|

Entlang der z-Achse ist der Integrand ¢ -unabhéingig, und man bekommt

1
VR2+ 22 — 2Rz cos

1
= 27rR20R—\/R2 + 22 —2Rz(

o(z) = 27TR20'/ d (cos ")

£=0
72 )2
:27roR\/R +22—/(R-2)
z
VR?+ 22— |R— 2|

=2moR

z

Vom Kugelmittelpunkt bei z = 0 haben alle Ladungsbeitrige die Distanz R. Das Potenzial bei
z = 0 ist daher ¢(0) = Q/R mit Q = o (47R?) /2. Dies stimmt mit dem Limes z — 0 von oben
iiberein: ¢(0) = 2mo R

3 Magnetostatik

3.1 Kreisscheibe

In der z — y—Ebene befinde sich eine unendlich diinne Kreisscheibe mit Radius pg, deren
Mittelpunkt der Ursprung ist. Sie sei homogen geladen mit Flichenladungsdichte o und rotiere
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mit der Winkelgeschwindigkeit w um die z—Achse. Berechne das Vektorpotenzial

a) exakt auf der z—Achse

b) nidherungsweise fiir grofen Abstand des Beobachters. Gib mit dem Ergebnis das magnetische
Moment der Scheibe an.

Losung: Wie bei der rotierenden Kugelschale ist die Stromdichte

also

j(r) =owod(z)e,
Wie bei der kreisformigen Leiterschleife legen wir uns das Koordinatensystem zur Integration so,
dass 7 in der &’ — z’—Ebene liegt. Dann haben wir

00 27 / ,
A(r) = g/ dg’/ e'dy’ 2C
¢ Jo 0 V124 02 = 2QQ cos (¢')

wobei wie iiblich Konstanten schon vor das Integral gezogen und der Betrag im Nenner gleich
ausfiihrlich hingeschrieben wurde. Wie bei der Leiterschleife argumentiert man wieder, dass die x'-
Komponente verschwindet (da iiber eine in ¢’ ungerade Funktion integriert wird), ersetzt wieder
e, durch e, und zieht diesen konstanten Vektor wieder aus dem Integral heraus. Es folgt also
wieder, dass die einzige nicht verschwindende Komponente des Vektorpotenzials

2
r):g/e"dg,/”dw, 0% cos ¢’
¢ Jo 0 V2 + 0% — 20Q’ cos ¢’
ist.

a) Auf der z-Achse vereinfacht sich das Integral deutlich:

27
A,(0,0,2) = /dg/d,gcosgo

7’2 + Q/Q

Die Winkelintegration kann sofort ausgefiithrt werden und man sieht, dass A, auf der z-Achse
verschwindet.
b) Wir schreiben

_Uw /"Odg /deso 0% cos ¢’
\/1+ (¢//r)* —2(¢

2 (o' /r)sind cos ¢’

und entwickeln den Integranden fiir ¢’ < gy < r. Beriicksichtigen wir wieder, dass Integrale iiber
ungerade Potenzen von cosy’ verschwinden, so haben wir fiir die niedrigste nicht-verschwindende
Ordnung

Ay (r)

2m
/ dg/ dy' 0" cos ¢’ - —smt?cosgo

owsind 2
_ 7/ dQl /3 d(pICOSQ (pl
0

Togowsin
4cr?

Das magnetische Moment der Scheibe zeigt sicher in z-Richtung. Also ist in niedrigster Ordnung
der Multipolentwicklung

mxe. me; X (sinde,+cosde,) msind
A(’[‘) = = = e
r2 r2 r2 ®

Daraus und aus dem Ergebnis oben folgt sofort

wgéaw
= e
4c 7

12



3.2 Punktladung

Eine Punktladung der Stirke ¢ bewege sich auf einer Bahn r4(t) und erzeuge dadurch eine Strom-
dichte j. Zeige, dass das (momentane) magnetische Moment dieser Stromdichte proportional zum
(momentanen) Drehimpuls der Punktladung ist.

Loésung: Es gilt
3(r(t)) = qu(t)d (r —rq(t ))

mit v = 74. Eingesetzt in die Definition m : QL J (" x g (r"))dV" ergibt dies

m(t)= 2 [ (7 x0(®)3(" = ry(0)aV’ = % (ra(t) x v(0)

Da aber bekanntlich L = r X p = mr x v ist, folgt daraus sofort

q
m(t) = —L(¢
)= 2mc ®)
Das gyromagnetische Verhéltnis einer bewegten Punktladung ist also 5. Da man sich jede La-

dungsverteilung aus Punktladungen zusammengesetzt vorstellen kann, folgt, dass dies auch das
gyromagnetische Verhéltnis einer beliebigen bewegten Ladungsverteilung ist - vorausgesetzt, diese
bewegt sich &m Stiickiind verformt sich nicht.

3.3 Gegeninduktion von zwei parallelen Kreisen

Zeigen Sie, dass der Gegeninduktionskoeffizient von zwei parallelen kreisférmigen Stromleitern mit
Radius a bei z = +h folgende Integraldarstellung hat:

2
ma? cos
Ly = / de d
\/h2 + 3a2(1 — cos @)

Losung: Die Definition der Gegeninduktionskoeffizienten fithrt auf das doppelte Linienintegral

1 d?"l . dT’Q
Ly =— 7
 Jor, Ir1— 72|

In Kugelkoordinaten oder auch Zylinderkoordinaten ist
(ry — r2)2 = a? (cosp; — cos @2)2 + a? (sin 1 — sin @2)2 + 4h?
= 24”1 — cos (p1 — p2)] + 4h?
dry - dry = a” cos (o1 — p2) dprdes

und die Linienintegrale reduzieren sich auf zwei Integrationen iiber ¢; und ¢, jeweils von 0 bis
27. Durch die Variablensubstitution ¢ = @1 — @2 entkoppeln diese. Die Integration iiber ¢4 ergibt
einen Vorfaktor 27 und es bleibt das nicht durch elementare Funktionen losbare Integral aus der
Angabe iiber.

4 Elektrische und magnetische Felder in polarisierbarer

bzw. magnetisierbarer Materie

4.1 Dielektrikum und Grenzbedingungen

Gegeben sei eine unendlich ausgedehnte Platte der Dicke d in der yz- Ebene. Das Material der
Platte ist ein lineares Dielektrikum mit dielektrischer Suszeptibilitéit .. Die freie Ladungsdichte
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ist iberall null. Diese Platte befindet sich in einem externen Feld

Cos o
EFEx=F | sina
0

1. Berechnen Sie das elektrische Feld Ein und die Verschiebungsdichte l_jin innerhalb der Platte.
Wie lautet der Ausdruck fiir E und D im gesamten Raum?

2. Berechnen Sie die gebundene Ladungsverteilung.

3. Berechnen Sie den Winkel zwischen Em und der z-Achse.

Losung: Wir legen das Koordinatensystem so, dass die Platte von @ = —d/2 bis d/2 reicht. Es
ist Dex = Eex, Din = €Ey, mit € = 1 + 4wy.. Die Ausdriicke fiir das elektrische Feld und die
Verschiebungsdichte in der Platte werden bei Beriicksichtigung der Stetigkeitsbedingungen an

Grenzflachen .

g cosw COS (v
E,.=F sin a , Dijw=FE| esina
0 0

Die entsprechenden Ausdriicke fiir den gesamten Raum werden

E=F
s [0 (r—4)+ (<o~ 1) +e70 (§-2)0 (4 +1)]
sin «
0
D=E
COS (v
sina [0 (2~ §) +0 (-2~ §) +e0 (5 —2) O (5 +2)]
0

2. Freie Ladungen sind nach Voraussetzung nicht vorhanden, dementsprechen ist auch vD = 0.
Gebundene Ladungen sind jedoch an den Oberflichen der Platte vorhanden. Diese sind Quellen
des elektrischen Feldes:

1 o> FEcosa 1 d d
p= g B= It (1-2) [p(-5) ~o(++3)]

3. Der Winkel ~ zwischen E_’m und der z-Achse ist

1 B g e L cosa

—————— =cosy = =
V1 +tan?~y

E; \/sin2 a+e2cos2a
1

V1+e2tan? o

= v = arctan(e tan o)

5 Ebene Wellen

5.1 Elliptische und lineare Polarisation

Gegeben sei eine Summe zweier gegeneinander phasenverschobener Wellen, von denen die eine in
in z-, die andere in y—Richtung linear polarisiert ist

E(t,r) = Eye®* Ve, 4 Belh=wi+ole,
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mit reellen Amplituden E,q und Ey; die gesamte Intensitét ist also I = E2, + quo
Zeigen Sie zunichst, dass gilt
|Ez(t,7“)|2 |Ey(t,r)|2 _ 2ReEjEycosyp
E2, EZO EroEyo

= 2sin? ¢

b) Zeigen sie mittels einer Hauptachsentransformation, dass die Gleichung in Teilaufgabe a) eine
Ellipse beschreibt, deren Hauptachsenverhéltnis gegeben ist durch

b | T2 - 4B B sin

@ I+ \/12 —4E2 EZ sin® @

und deren grofle Hauptachse gegeniiber der z-Achse um den Winkel v gedreht ist, wobei gilt

B2, — B2 + \/ I? — 4E2 B2 sin’ ¢
2E,0Ey cos ¢

tana =

Losung: a) Dies ist einfach nachzurechnen:

|Bu(t,r)* 1B (tr))?

=1
E3 Eso
und .
2Re E;E, cosy DY
ExOEyO
Daraus folgt sofort die Behauptung.
b) Die Gleichung ist auch folgendermafien darstellbar:
T E, \
a5 )
wobei die Matrix A folgende Gestalt hat:
1 cos
2E2 sin? ¢ T 2E.0E,0sin? ¢
COs @ 1
- 2E,0Ey0sin? ¢ 2E§0 sin2 ¢

Fiir das Hauptachsenverhéltnis ist nur das Verhéltnis der Eigenwerte dieser Matrix wesentlich, fiir
den Tangens des Drehwinkels nur Verhéltnis der Komponenten der Eigenvektoren. Beides &ndert
sich nicht, wenn man die Matrix mit einer beliebigen Konstanten multipliziert. Wir arbeiten deshalb
im Folgenden mit der Matrix B = A - 2E§OE§0 sin? ¢ also

B EEO —EyoEyocosp
—EoEyq cos E2,
Zuniichst bestimmen wir die Eigenwerte dieser Matrix aus der charakteristischen Gleichung:
(E§0 — )\) (Eio — )\) — EQOESO cos? p=0

X

Ausmulitplizieren und Vereinfachen fiithrt auf eine quadratische Gleichung mit den Losungen

I+/12 4B B2y sin?
A2 = 5

Zunichst sehen wir, dass beide Eigenwerte positiv sind, also handelt es sich hier in der Tat um
eine Ellipse. Deren Halbachsen ergeben sich direkt aus den Eigenwerte:

1 1
a=— und b=

VAL VA2
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wobei A1 bzw. Ag die Losung mit dem negativen bzw. dem positiven Vorzeichen der Wurzel ist. Aus
diesen Zusammenhingen erhilt man die Behauptung iiber das Achsenverhéltnis. Der Drehwinkel
ergibt sich aus den Eigenvektoren, da ja die Drehmatrix, mit der die Matrix B in Diagonalgestalt
gebracht wird, aus den Eigenvektoren aufgebaut ist. Der Eigenvektor v; zu A1 entspricht der ersten
Spalte der Matrix. Somit kann man schreiben

< cos o )
v = .

sin v
und man erhilt den Tangens des Winkels als

U1
tana = —2

Vi

Es bleibt noch v; zu bestimmen. Diesen Eigenvektor erhélt man aus
(B — /\1E2) v = 0

Es muss also
(D11 — A1) v1g + b1ov1y, =0

gelten (und eine weitere Gleichung, die sich aus der zweiten Zeile der Matrix ergibt, aber zu
demselben Ergebnis fiihrt). Somit hat man
A1 — b1y

tana =
b12

woraus man sofort das angegebene FErgebnis erhélt.

5.2 Natiirliche Linienbreite

Strahlt ein Atom oder Molekiil, das von einem angeregten Zustand in einen niedrigeren iibergeht,
eine elektromagnetische Welle der Frequenz wg ab, so muss die Amplitude dieser Welle zeitlich ab-
nehmen (warum?). Im Allgemeinen ergibt sich deshalb fiir die elektrische Feldstérke dieser Welle am
Ort des Atoms eine exponentiell geddmpfte Schwingung. Berechnen Sie die Fourier-Transformierte
E(w) der elektrischen Feldstidrke und daraus, wie die abgestrahlte Energie pro infinitesimalem Fre-
quenzintervall von w abh#ngt. Interpretieren Sie das Ergebnis.
Hinweis: Uberlegen Sie sich wie der Poynting-Vektor einer ebenen monochromatischen Welle im
Vakuum von der elektrischen Feldstiarke abhangt.
Losung: Die abgestrahlte Energie pro Zeiteinheit und damit auch die elektrische Feldstéarke muss
zeitlich abnehmen, weil insgesamt ja nur eine endliche Energiemenge abgestrahlt wird. Speziell bei
einer exponentiell geddmpften Schwingung gilt fiir die elektrische Feldstérke in Abhéngigkeit der
Zeit: 0 ; 0
ir ¢ <
E(t) = { Egcos (wot)e ™t fiirt >0

Die Fourier-Transformierte ist also

_ EO e8] e[i(wo—w)—'y]t + e[i(—wo—w)—’y]t

E(w)zﬁ ; 5

B 1 1

T 2ver <i(wo—w)—’y+i(—wo—w)—7)
N EO 7+1w

C V2rwd — w? + 42 + 2w

Da der Poynting-Vektor proportional zur elektromagnetischen Energiedichte ist und in einer elek-
tromagnetischen Welle im Vakuum die Amplituden des elektrischen und magnetischen Feldes
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gleich sind, ist die abgestrahlte Energie (pro Frequenzintervall) letztlich einfach proportional zum
(Betrags-) Quadrat der elektrischen Feldstérke, also proportional zu

72 +w2

(@2 —wd = %) + %2

Dies beschreibt eine typische Resonanzkurve mit dem Maximum bei der Frequenz /w3 + 72 und
der Breite 2v. Obwohl die Energie eigentlich bei der festen Frequenz wy abgestrahlt wird, ergibt
sich im Spektrum also keine scharfe Linie bei wy sondern eine verbreiterte Linie bei /w2 + 2.
Diese Verbreiterung (und Verschiebung) der Linie rithrt nur daher, dass die Abstrahlung zeitlich
abnehmen muss, geschieht also véllig ohne duflere Einflisse (wobei die Linie umso schméler ist, je
linger die Abstrahlung dauert). Deshalb spricht man hier von der natiirlichen Linienbreite.

5.3 Strahlungsddampfung

Betrachten Sie eine harmonisch schwingende Punktladung (Stéirke ¢, Eigenfrequenz wg, Masse
m), auf die zusitzlich eine Strahlungsdidmpfungskraft Fg, = 2;5? = 2?,);7“ wirkt, deren Stérke
klein verglichen mit der Riickstellkraft ist. Zeigen Sie, dass unter der Annahme, dass sich die

Schwingungsfrequenz der Punktladung durch diese Kraft kaum #ndert,

z(t) = xoe wot=t
mit dem Dampfungsfaktor
22
_ 4%
3mc?
gilt.
Loésung: Die Bewegungsgleichung lautet
22
mi +mwy = o
0 3c3

Da dies eine lineare Differenzialgleichung ist, deren ungestérte Losungen harmonische Schwingun-
gen sind, liegt der Ansatz

x(t) = zpe !

nahe. Einsetzen fiithrt auf )
2q
2 2 _ - 3
—w” t+wy =1 w
@ 0 3me3

Die Schwingungsfrequenz soll sich durch die Ddmpfung kaum &ndern, es soll also
w = wy + Aw
mit |Aw| < wp gelten. Dies ergibt
W wl+20wwy und WP & Wl 4 3Aww
Setzt man dies ein, so kommt man auf
2 2,2
(1 + 1%23) Aw=—ig G

Es wurde aber vorrausgesetzt, dass die Strahlungsddmpfungkraft klein im Vergleich zur
Riickstellkraft ist; also gilt

2¢° 3 2
@W < mwo
und damit, da w ~ wy ist,
2q%wo
<1
3mc?
Damit kann der zweite Summand in der Klammer oben vernachléssigt werden, und es bleibt
2 2
Aw = —i Kkl
3mc?
Mit Aw =: —i7 erhilt man dann genau das angegebene Ergebnis.
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5.4 Sendeantenne: Dipolstrahlung

Als Modell fiir eine Sendeantenne betrachten wir einen unendlich diinnen, geraden Leiter entlang
der z -Achse, fiir dessen Ausdehnung —L/2 < z < L/2 gilt. In diesem Leiter flieffit ein Strom mit
harmonischer Zeitabhéngigkeit, dessen Amplitude in der Mitte I ist und zu den Enden hin linear
auf null abfallt.

a) Geben Sie die Stromdichte j(t,r) fiir diesen Strom an und ermitteln Sie aus der Konti-
nuitéitsgleichung die Ladungsdichte p(t,r)

b) Berechnen Sie das elektrische Dipolmoment der Antenne und daraus die gesamte im Mittel
abgestrahlte Leistung in Abhéngigkeit von L und I,

4,2
Hinweis: (P) = %X°
Lésung: a) Die Beschrinkung auf die z -Achse erreicht man mit zwei Deltafunktionen, die Ein-
schrankung in z - Richtung mit zwei Thetafunktionen und die lineare Abhéngigkeit in beide Rich-

tungen schliefilich mit einer Betragsfunktion. Die Stromdichte ist also j(t,r) = j.(¢,7)é, mit

Jo(tr) = T )3 ()02~ 200G+ £/2) (1= 21 ) oo
Aus der Kontinuititsgleichung folgt dann

di v ajOz .
VJo = 9 1w po

= o ()()O(L/2 — 2)0(= + L/2) 22
also .
p(t,r) = 8(2)0(y)0(L/2 — 2)0(z + L /2)2“(;%6%

b) Nach Definition ist das elektrische Dipolmoment

p(t) = / rp(t,r)dV

Wegen der beiden Deltafunktionen hat p nur eine z - Komponente; fiir diese gilt wegen der The-
tafunktionen

2, . L/2
p.(t) = 210 it / zsgn zdz

wL —L/2
%A, Lz ilhL
_ Qeflwt . 2/ 2dz = Lo efu,ut
wlL 0 2w
Setzt man dies in den Hinweis ein, folgt schliefllich
2]2L2
(P) =55

12¢3

5.5 Sendeantenne: Sphirische Multipole

Als Modell fiir eine Sendeantenne betrachten wir einen unendlich diinnen, geraden Leiter entlang
der z -Achse, fiir dessen Ausdehnung —XA/2 < z < A/2 gilt, wobei A die Wellenlidnge der aus-
gesandten Strahlung ist. In diesem Leiter fliefit ein rdumlich konstanter Strom mit harmonischer
Zeitabhéngigkeit und Amplitude Iy

a)Geben Sie die Stromdichte j(t,r) fiir diesen Strom an und ermitteln Sie aus der Konti-
nuitdtsgleichung die Ladungsdichte p(t,r)

b) Zeigen Sie, dass die dynamischen sphérischen Multipolmote nur fiir m = 0 und ungerade ¢ nicht
yerschyinden.

¢) Berechnen Sie das niedrigste nichtverschwindende Multipolmoment.

Losung: a) Die Stromdichte lautet

gt r) = Ipée ™ 5(x)5(y)0(N/2 — 2)0(\/2 + 2)

18



Aus der Kontinuititsgleichung folgt:

p(t,’l“) :ip = édl\/’j = é B
:%e*thé(x)é(y)[—é(/\/2 —2)0(A\/2+ 2)
+0(N/2—2)6(N/2 + 2)]

e 15()3(y)6(V2 - 2) — B(V/2 +2)

b) Fiir die Multipolmomente benétigen wir nur den rdumlichen Anteil der Ladungsdichte, diesen
allerdings in Kugelkoordinaten:

ily 0(9) —6(9 —m)
= —90(p)o(r — \/2)—r———-—=
po(r) = ~25(0)i(r — A/ LS
Damit haben wir r (20 — 1WA
Qom :%% /dvl(s (90/) (5(’[‘/ _ A/Q)

S —8( —7) . .
AL ety v (0 )
420 — DI . "

wobei j, die sphérische Bessel-Funktion der Ordnung ¢ ist. Benutzt man die Eigenschaften der
Kugelflichenfunktionen aus Kap. 3, so sieht man zuniichst, diess dieser Ausdruck nur fiir m = 0
nicht verschwindet; man hat dann

o = T it 1) — Pu(-1)

mit den Legendre-Polynomen P;, wobei auch noch k¥ = 27/)\ eingesetzt wurde. Da auBerdem
auch Py(1) = 1 und Py(—1) = (—1)* gilt, folgt sofort, dass alle Multipolmomente mit geradem ¢
verschwinden. Fiir gerades ¢ ist dagegen der Klammerausdruck einfach gleich 2.

¢) Das niedrigste nichtverschwindende Multipolmoment ist

4/ 3mily |

qio = 731(@

Die sphérische Bessel-Funktion erster Ordnung kann man auch noch explizit auswerten. Es ist

i (x) 1d)\ sinx sinz — xcosx
r)=—-x|—— =
)1 zdz T 2

also

. 1
Ji(m) = p
Damit haben wir schlieflich
~4iV3I
qio = Jrck?

5.6 Magnetische Dipolstrahlung

Wir betrachten einen kreistormigen, unendlich diinnen Leiter in der x — y-Ebene mit Radius g,
dessen Mittelpunkt der Ursprung ist. Der Leiter werde von einem Strom der Amplitude Iy mit
harmonischer Zeitabhéngigkeit in mathematisch positiver Richtung durchflossen; wir haben also
in Zylinderkoordinaten

J(t,r) =106 (0 — 00) 5(2)é¢e_i“t
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Dabei gelte wop/c < 1

a) Zeigen Sie, dass die Ladungsdichte zeitlich konstant ist, und berechnen Sie das magneti-
sche Dipolmoment m dieser Stromverteilung.

b) Berechnen Sie das retardierte Vektorpotenzial in grofem Abstand (Fernfeld) in Abhéngigkeit
der Amplitude des magnetischen Dipolmoments.

c) Berechnen Sie daraus die elektromagnetischen Feldstirken und den Poynting-Vektor in
Abhéngigkeit des mangetischen Dipolmoments. Vergleichen Sie mit dem Ergebnis

P2 (t —1r/c) sin219é

S t = T
(t7) 4mcd r2
bei der elektrischen Dipolstrahlung.
Lésung: a) Die Divergenz von j ist

10j, _

0 0y

also ist nach der Kontinuitatsgleichung p = 0 und damit p(t) = const. Das magnetische Dipolmo-
ment ist nach Definition

1
m(t):%/derj

I

SR / 5 (0~ 00) 8(2) [(pee + z82) x &, AV
I .

= 2—(Jeﬂ"J’5 / 0 (e — 00)d(2) (éé, — zé.) pdedpdz
c
Iy _i, R —iw

= 5.° fomede, = moe” !

b) Es gilt fiir das Fernfeld in niedrigster Ordnung
i(kr—wt) : ’
Alt,r) = —— /dV‘L )
r c

Berechnet man das Volumenintegral fiir die hier gegebene Stromverteilung, so ergibt sich allerdings
wegen der Periodizitét von é,

I
?O/dV’(S(Q’ —00)8 () ép =0

Wir miissen deshalb auch die néichsththere Ordnung in der Entwicklung nach kr’ beriicksichtigen,

wir haben also or—cot)
(] T—Ww ; /
Alt,r) = /dVJO "D (1 =ik
r c

Das Integral iiber den ersten Summanden verschwindet, wie eben gezeigt; es bleibt noch das Integral
iiber den zweiten Summanden zu berechnen. Dies ist

/dV’jO(Cr/)(k:m’)

_ D dV'6 (0 — 00) 0 (2') épr (k- 7")

Iy [*™ .. .
= oodp'é, (k- 00éqr)
0

_Too}

2m
/ d¢' (—sing'e, + cos'éy)
¢ Jo

< (kg cos @’ + kysing’)
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I 2
= 00 (ke + Ealy)

T 2
:M(ézxk)zmoxk

wobei oy )
Jo d¢'sin® ¢’ = [ d¢’ cos® ¢’ =
benutzt wurde. Also ist
ikei(kr—wt)

At,r) = — (ér x Mmy)

c¢) Das magnetische Feld ist

B=VxA
_ (Vikei(k’r—wt)

> X (ér X m())
T

ik i(kr—wt)
T (V x (&, x mq))

r

Betrachten wir die beiden Summanden einzeln. Im ersten hat man zunéchst

sLal(kr—wt) Lal(kr—wt)
vlke ke (zk B 1> 6

r r r

k2ei(kr7wt)
N ———€,
r
da im Fernfeld k > 1/r ist. Im zweiten Summanden stehen dagegen nur Ableitungen von é,.. Diese
liefern jeweils einen Faktor 1/r, aber keinen Faktor k; deshalb ist der zweite Summand im Fernfeld
komplett vernachlédssigbar. Es bleibt

k2 i(kr—wt)
B = —46 , (ér X (ér X mo))

k2€i(kr—wt) . .
= (mgy — (&, -myg) &)
wobei im letzten Schritt noch das doppelte Vektorprodukt aufgelost wurde. Fiir das elektrische
Feld bendtigt man den Gradienten des skalaren Potenzials und die zeitliche Ableitung des Vektor-
potenzials. Da die Ladungsdichte zeitlich konstant ist, hat man aber auch ein zeitlich konstantes
skalares Potenzial, das somit nicht zur Abstrahlung beitragen kann. Damit ist einfach

1
E=--8,A
Cc
1 ikdgelkr=—wt)
= (e, xmy)
k2ei(kr—wt)
= (mg x &;)

Nimmt man schliellich die Realteile und berechnet daraus den Poynting-Vektor, so ist

c k*cos?(kr — wt)

47 72

. (mo X ér) X [m() — (ér . mO) éT‘]

k* cos? (kr — wt
c cos(; W))'[m%_(ér'm0)2:|ér

4 T
:f kim3 00522(1457" — wt) sin? 9e,
™ r
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wobei das doppelte Vektorprodukt aufgeliost und benutzt wurde, dass mg in z -Richtung zeigt.
Dies kann man nun aber andererseits auch als

m?(t —r/c)sin® 9
2 ©r

S(t,r) =

473 r

schreiben, wobei hier mit m nur der Realteil des magnetischen Dipolmoments gemeint ist. Fiir
magnetische Dipolstrahlung ergibt sich also genau derselbe Ausdruck wie fiir die elektrische Dipol-
strahlung.Da aber fiir die GroSenordnungen der Momente |m| =~ S|p| gilt (vgl. die Entwicklung
des Vektorpotenzials!), ist die magnetische Dipolstrahlung im Vergleich zur elektrischen um einen
Faktor 82 schwiicher.

6 Spezielle Relativitiatstheorie

6.1 Wie sieht Licht aus, wenn man ihm mit Lichtgeschwindigkeit
nachlauft?

Betrachten Sie eine ebene Welle, die sich in z-Richtung ausbreitet und linear polarisiert ist gemé&f
Ey(t,z) = Eycos (w (t — £)) . Wie stellt sich das Feld in einem Bezugssystem S’ dar, das sich mit
Geschwindigkeit v in positiver x -Richtung bewegt? Betrachten Sie insbesondere den Limes v — ¢
und beantworten Sie damit die Frage, die sich Einstein als Jugendlicher stellte, ndmlich wie Licht
aussieht, wenn man ihm mit Lichtgeschwindigkeit nachlduft.

Loésung: Eine linear polarisiert ebene Welle, die sich in positiver z-Richtung mit elektrischem Feld
E = E,y ausbreitet, hat ein Magnetfeld B, = E,. Mit den folgenden Beziehungen

E;::Erv EZ//:’V(Ey_ﬂBZ)v E;:PV(EZJ’_BB?J)
B, =B, B,=~(B,+BE.), B.=v(B.-BE,)
ergibt sich
E; =7 (Ey - ﬁBZ)
1-p

_ -5 _
=P 1

Mit der Lorentz-Transformation ¢ = ~ (t’ + B%), =9 (ﬁt/ + %) ergibt sich fiir das Argument
der Felder

=E,y(1-p5)
t

()= (e-)

Damit ist die Frequenz in S’ in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis fiir den relativistischen Dopp-
lereffekt % =% =7(1+ Bcosa). Fiir cosa = —1 gegeben durch

W =9(1-pB)w=bw

Im Limes 8 = 7 — 1 gehen also sowohl die Frequenz als auch die Amplitude der elektromagneti-
schen Felder gegen null.

7 Anmerkungen

e Die Aufteilung richtet sich nach dem Skript von Prof. Garbrecht aus dem WS 18/19.
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