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1 Oszillatoren und Wellen

1.1 Stangenpendel mit Feder

Eine diinne Stange (Masse m und Langen L) ist am oberen Ende drehbar aufgehdngt.
Zusitzlich ist eine Feder (Federkonstante k) auf halber Hohe angebracht. Die Feder ist
entspannt, wenn die Stange vertikal ausgerichtet ist.

N e B

a) Welches gesamte Drehmoment M wirkt auf dieses Stangenpendel, wenn es um einen
kleinen Winkel ¢ ausgelenkt wird? (nur 1. Ordnung von )

b) Stellen Sie die Bewegungsgleichung auf.
¢) Mit welcher Frequenz schwingt das Pendel?

d) Stellen Sie das Ergebnis in dimensionslos dar, indem sie w/wy angeben, wobei wq
die Frequenz fiir £k = 0 ist. Geben Sie einen Naherungsausdruck an, der dann giiltig
ist, wenn k eine kleine Grofle ist.

Hinweis: Tragheitsmoment einer Stange fiir Rotation um den Schwerpunkt ist [ = 1—12mL2.

Losung

a) Das Drehmoment M setzt sich aus zwei Beitrdgen zusammen. Am Stangenpendel
greifen zwei Krafte im Schwerpunkt
sin
F=—=| —cosy (1)
>\ o



an, die Gewichtskraft ﬁ(; = —mge, und die Federkraft F, = —kAxe, = —k‘% sin €.
Die beiden Beitrdage berechnen sich zu

0
My =7Fx F, = 0 (2)
L .
—5mgsin ¢
— — 0
My =7 x F, = 0 . (3)
L i AL
—k3 sinp3 cos p

Insgesamt wirkt auf das Stangenpendel also ein Drehmoment von M = —% (mg + k% cos gp) sin e,

Me,. Wird die Kleinwinkelndherung fiir sin ~ ¢ und cos¢ ~ 1 findet man, dass
M=-L (mg + k‘%) ®.

Um die Bewegungsgleichung aufzustellen wird verwendet, dass
M = gesP; (4)

wobei I,.; das Gesamte Tragkeitsmoment der Stange bei Drehung um den Aufhéan-
gepunkt ist. Hierfiir wird der Satz von Steiner verwendet

L\ 1 1 1
szz+m(ﬁ :Emﬁ+1mﬁ:§mﬁ. (5)
Zusammen mit M aus Teilaufgabe a) lasst sich die Bewegungsgleichung fiir ¢ auf-
stellen
. M 3 n kL 3(g n k (6)
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Die Schwingungsfrequenz w lasst sich aus der Bewegungsgleichung ablesen, denn

. 3(g k
w2 S o= | —
7 7 JQ(L 2m>' (7)

Fiir den Fall, dass k = 0 ergibt sich
/39
=4/==. 8
Wo 57, (8)

Somit kann das Ergebnis dimensionslos dargestellt werden

w kL kL
e R P 9
wo * 2mg * dmg’ )

wobei die Wurzel zu v1+2z =1+ %:z: fir kleine Werte von = genahert wurde.




1.2 Schwingender Waagebalken mit Feder

Ein diinner ausbalancierter Waagebalken mit Masse m und Lange L werde iiber zwei
Federn mit dem besten Boden verbunden. Die beiden gleichen Federn (Federkonstante
k) seien symmetrisch im Abstand b vom Zentrum der Waage angebracht und vertikal
ausgerichtet.
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a) Welches Riickstellende Drehmoment M wirkt, wenn der Balken um einen kleinen
Winkel a gekippt wird? Geben Sie einen Néherungsausdruck an, der linear in « ist.

b) Wie hiangt die Winkelbeschleunigung ¢ mit dem kleinen Winkel o zusammen?
¢) Welche Schwingungsperiode T" hat die Kippschwingung des Balkens?

d) Fiir die Anordnung seien Zahlenwerte m = 2kg, L = 80 cm und b = 20 cm gegeben.
Fiir die Schwingungsperiode werde T' = 0, 3s gemessen. Was ergibt sich hieraus fiir
die Federkonstante k7

Losung

a) Wenn der Balken um einen kleinen Winkel a gekippt wird eine Feder um den Betrag
Al = btana ~ « gedehnt, die andere um genau den gleichen Betrag gestaucht.
Dadurch ergibt sich jeweils eine Riickstellkraft Fj, = —kba. Fir das Drehmoment
welches auf die Waage wirkt finden wir somit

M =2F - b= —2kb* - a. (10)
b) Um die Winkelbeschleunigung & zu bestimmen wird die Bewegungsgleichung auf-

gestellt. Aus
M= 1Ia (11)

und dem Trégheitsmoment des Balkens I = s-mL? folgt

G = —242 (Z)z - a. (12)

¢) Wird die Bewegungsgleichung in der Form
b =—w’a (13)

geschrieben kann die Schwingungsfrequenz direkt abgelesen werde. Aus dieser folgt
die Schwingungsperiode

[6k b 2T fm L

d) Umformen der Schwingungsperiode nach k liefert

2 _ _amL? _m(fL)Q_ N
T =nto s k= =374 —. (15)
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1.3 Gedampfter Oszillator

Eine Kugel mit Radius 7 und Dichte pg,ge hangt an einer Feder im Bad, welches mit
einer Flussigkeit gefiillt ist. Die Fliissigkeit hat eine Dichte ppyiq, Zahigkeit n und die
Feder eine Federkonstante k.

a) Berechnen Sie die Gesamtkraft und bestimmen Sie daraus die Differentialgleichung
(DGL) fiir die Beschleunigung der Kugel. Verwende 2 := 6rnr/m und w3 := k/m.

b) Verwenden Sie fiir die Losung der homogenen DGL folgenden Ansatz: A - e .

Bestimmen Sie die Konstante A und daraus die Losung fiir den Fall wy > ~ gilt.
Hinweis: Durch Verwendung der Euler’schen Formel kann A - ¢! + B - e~™! auch
in der Form C' - sin(wt) + D - cos(wt) geschrieben werden, C' und D sind beliebige
reelle Zahlen.

c¢) Fiir eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung soll eine konstante Funktion
angenommen werden. Wie lautet un die gesamte Losung der DGL?

d) Nehmen Sie nun ppiia = pruger (inthomogener Teil der DGL féllt dadurch weg)

an und bestimme die Konstanten durch die Anfangsbedingungen x(0) = 0 und
ZU(O) = Vp.
Losung

a) Auf die Kugel wirkt die Gewichtskraft Fz = mg = %”7‘3,0;@96;9, die Auftriebkraft
Fy = —%’rr%plmdg, die Federkraft F, = —kz und die Reibung durch die Fliissigkeit

Fr=—6mnrz
Fgeszmi}:FG—FFA—i—Fk—FFR. (16)
Dies kann zur tiblichen Form der Differentialgleichung fiir z umgeformt werden
i+ Wnrab+x::i+2'yjs+w§:r:<1—pﬂ d>g7 (17)
m m PKugel

wobei m = 4%7"3;);@961. Dies ist eine inhomogenen DGL mit Reibungsterm.

b) Der homogenen Teil der DGL lautet
i+ 2vi + wir = 0. (18)

Einsetzten des Ansatzes aus der Angabe liefert die Bestimmungsgleichung fiir die

Konstante A
M2 A+ wd =0—= Ay =7+ 1/92 —wi. (19)

Es ergeben sich drei mogliche Falle:



1. wy < 7: Kriechfall
Der Term unter der Wurzel ist positiv, somit ist die Wurzel reell und A ebenfalls.
Die Bewegung ist rein exponentiell abfallend

z(t) = ATV L A vVt (20)

2. wo = v: Aperiodischer Grenzfall
Die Wurzel fallt weg. Es gibt nur eine Losung, ein exponentieller Abfall

z(t) = Ae ™™, (21)

3. wp > v: Schwingfall
Der Term unter der Wurzel ist negativ, die Wurzel wird rein imaginar und A
komplex. Der reelle Teil von A bewirkt einen exponentiellen Abfall, aber der
komplexe Teil von A fithrt zu einem Schwingverhalten, welches durch Verwen-
den der Euler’schen Formel ersichtlich wird

x(t) = e (A1 4 Age™) = 7 (Bysin(wt) + By coswi), (22)

wobei w = y/wg — 2 und B; und B, aus den Konstanten A; und A, folgen.

¢) Um den inhomogenen Teil der DGL zu lésen wird der Ansatz der rechten Seite ver-
wendet. Da die Inhomogenitat konstant ist wird als Ansatz eine Konstante gewéhlt

Tpart(t) = C' = const. (23)
Einsetzten in die DGL liefert
wiC = <1 — W) g (24)
PKugel
Es folgt, dass
PFluid \ 9
C=1(1- = 25
( pKugel) W(% ( )

Die gesamte Losung der DGL setzt sich als Summe der homogenen und der parti-
kuldr Losung zusammen.

d) Im Folgenden wird angenommen, dass priuid = Pruger Und dass wy > v, so dass das
System schwingt. Durch Einsetzen der Losung in die Anfangsbedingungen kénnen
die Konstanten B; und B, bestimmt werden

2(0) = By =0 (26)

I(O) = CL)Bl = V9 — Bl = @ (27)
w

1.4 Oszillation gekoppelter Drehscheiben

Zwei Drehscheiben (Masse m, Radius ) werden durch sechs gleiche Federn (Federkonstan-
te k) festgehalten. Die Federn verbinden dabei den Rand der Scheiben mit den Wanden
und iiben auf die Scheiben Krafte in tangentialer Richtung aus. Wir beschrénken uns auf
kleine Winkelauslenkungen ¢, o < 1 aus der Gleichgewichtslage.



a) Welche Drehmomente M; und M, wirken auf die beiden Scheiben?

b) Fiihren Sie die Koordinaten ® = (1 +¢2)/2 und d¢ = @1 — 5 ein, Wie lauten damit
die Bewegungsgleichungen fiir das System fiir gleichphasige Schwingung (¢1 = ©2)
und fiir die gegenphasige Schwingung (1 = —9)?

c) Welche Frequenzen w, und wj; haben die gleich- bzw. gegenphasige Schwingung?

d) Nun seinen die Zahlenwerte m = 1kg, r = 10cm und k£ = 200N/m gegeben,
Berechnen Sie die Periodendauer Tj, der gegenphasigen Schwingung.

Hinweis: Tragheitsmoment einer Scheibe bzgl. der Symmetrieachse I = ﬁmrz

Losung

Fir kleine Winkel 1,2 < 1 ergeben sich folgende Auslenkungen der Federn (siehe
Skizze).
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~
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a) Drehmomente ergeben sich aus den Kréften, die die Federn auf die Scheiben aus-
richten. Der Angriffspunkt ist jeweils x = rcosy ~ r von den Mittelpunkten der
Scheiben entfernt. Da sich Drehmomente, ebenso wie Kréfte additiv verhalten ergibt
sich

My = —2kr?p; — 2kr? (o1 — ) (28)

My = 2kr? (o1 — @3) — 2krp,. (29)

b) Fiir die Bewegungsgleichungen wird verwendet, dass

1
M1 = IgOl = 57717’2%51 (30)
. L 5.
My = 1, = UG (31)
Daraus folgen die Bewegungsgleichungen fiir ¢; und ¢o
. 4k 4k
pr=——p1= (o1~ ) (32)
. 4k 4k
Pa=——p2+— (1= ¥2). (33)
m m



Diese beiden Bewegungsgleichungen sind offensichtlich gekoppelt. Um die beiden
Gleichungen zu entkoppeln werden neue Variablen wie in der Angabe eingefiihrt

¢ = %(@1 + ¢2) und d¢ = @1 — @s.
Die Bewegungsgleichungen fiir diese Variablen folgen aus Summe bzw. Differenz der
Gleichungen fiir ¢; und @9

-1 . 4k
¢ = 3 (D1 + @) = —E‘I’ (34)

8¢ = p1— Po = — =00, (35)

Fiir gleichphasige Schwingung gilt, dass ¢; = ¢ und somit

. Ak . 4k
P=——P=2¢1=——¢ (36)
m m

6 =0 — 66 = 0. (37)
Analog folgt fiir die gegenphasige Schwingung (1 = —»)

dP=0—-d=0 (38)
. 12k ) 12k
0p=———00 = ¢1 = ——1. (39)
m m

c¢) Die Schwingungsfrequenzen koénnen leicht aus den jeweiligen Bewegungsgleichungen

abgelesen werden
| k
=24/ — 40
“ m (40)

wp = 12k _ NES (41)
m

d) Fir die Schwingungsperiode folgt

2T T m
T::\/>:O,181. 42
’ Wp 3V k i (42)

1.5 Wellengleichung

Gegeben sei die Wellengleichung fiir die Ausbreitung einer Welle mit Ausbreitungsge-

schwindigkeit ¢
92 2

@’y(%t) - 02@9

a) Zeigen Sie, dass y(x,t) = A’ wobei A, k und w Konstanten sind, die Wellen-
gleichung 16st. Welche Zusammenhang besteht zwischen k,w und ¢?

(x,t) =0. (43)

b) Wie hiangen w und k£ mit der Wellenldnge A\ zusammen?

Nun werden zwei separate Wellen betrachtet y,(z,t) = sin(kjz — wit + ¢) und yo(x,t) =
sin(kox — wot), wobei ¢ eine Konstante unabhéngig von ¢ und x ist. Beide lésen die
Wellengleichung (43) (Kann durch eine einfache Rechnung nachgewiesen werden!). Beide
Wellen tiberlagern sich nun y(x,t) = yi(z,t) + ya(x, t).



c)
d)

)

Warum 16st auch die Welle y(x,t) die Wellengleichung?

Zunéchst wird der Fall betrachtet, dass ky = ky = k, w; = ws = w und zum einen
¢ = 0, zum anderen ¢ = 7. Leiten Sie eine einfache Form der Welle y(x,t) her, d.h
bringen Sie die Welle in die Form y(x,t) = Asin(kjpta — Wiotarl) + B cos(kiorar® —
Wtotalt)-

Nun wird ¢ = 0 gesetzt. Die Wellenzahlen und Frequenzen der beiden Ausgangs-
wellen unterscheiden sich nun etwas. Welche Form hat die Welle y(x,t) jetzt?

Losung

a)

Zunéchst berechnen wir die benétigten zweiten Ableitungen der Losung

62

@y(x?t) = _Aw2€i(kx—wt) = —w2y(x,t) (44)
2 "
@y(x,t) = —AkeiFe=et) — _ 2y (x,1). (45)
Nach Einsetzen in die Wellengleichung erhalten wir die Folgende Gleichung
w2—02k2:0—>c:i%. (46)
Die Wellenzahl k ist abhangig von der Wellenlange A
2
k= 7” (47)

Hieraus kann mit der Ergebnis aus Teilaufgabe a) auch ein Zusammenhang zu w =
2m f hergeleitet werden, wobei f die Frequenz der Welle ist

2me c

w=*tck = 3 — f=-. (48)

Die Wellengleichung ist eine lineare partielle Differentialgleichung, d.h sind y; (z, t)
und yo(z,t) Losungen der Wellengleichung ist auch jede Linearkombination dieser
beiden Funktionen eine Losung der Wellengleichung.

Fiir ¢ = 0 ergibt sich folgende einfache Form
y(x,t) = sin(kz — wt) + sin(kz — wt) = 2sin(kr — wt). (49)

Die resultierende Welle hat also die gleiche Wellenzahl und die gleiche Frequenz wie
die beiden Ausgangswellen, aber die Amplitude ist doppelt so grof.

Fir den Fall ¢ = 7 konnen das Additionstheorem fiir sin(z 4+ y) = sin(x) cos(y) £
cos(x) sin(y) angewendet werden. Fiir die Welle 1 folgt

y1(z,t) = sin(kx—wt+m) = sin(kr—wt) cos(m)+cos(kr—wt) sin(r) = — sin(kr—wt),
(50)
da sin(7) = 0 und cos(7) = +1. Somit 16scht sich die resultierende Welle aus

y(z,t) = —sin(kxr — wt) + sin(kz — wt) = 0. (51)

Die beiden Félle werden als konstruktive (¢ = 0) und destruktive (¢ = 7) bezeich-
net.



e) Fir den Fall, dass ¢ = 0, aber k; # ks und w; # wy kann ein Additionstheorem
angewendet werden

sin(x) + sin(y) = 2sin (m;ry) cos (x ; y) : (52)

Somit ergibt sich

y(z,t) = sin(kyz — wyt) + sin(kex — wot)

= 2sin (Uﬁ ko) ; (w1 + "J2)t> cos (Uﬁ — ko) ; (w1 — w2)t> (53)

Dies wird als Schwebung bezeichnet. Der Sinus-formige Teil hat eine kleine Wellen-

lange Agin = kffkg und eine hohe Frequenz wy, = % und wird als Tréagerwelle
bezeichnet. Der Kosinus-formige Teil hat eine grofle Wellenlange A..s = k14fk2 und

eine kleine Frequenz we,s = “15*2 und wird als Einhiillende der Welle bezeichnet.
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