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1 Klassische Mechanik

1.1 Raketengleichung

Betrachten Sie eine Rakete im luftleeren Raum, die durch den Ausstofl von Treibstoff
beschleunigt wird. Die Rakete verliert durch den Antrieb permanent Gas, sodass ihre
Masse m(t) eine Funktion der Zeit wird.

a) Stelle Sie die Bewegungsgleichung fiir die Rakete auf, wobei v, die AusstoBigeschwin-
digkeit des Gases ist und m(t) die verbleibende Raketenmasse beschreibt.

b) Durch die einfache Integration nach der Zeit erhilt man aus der Bewegungsgleichung
den Geschwindigkeitsverlauf. Zeigen Sie, dass fiir konstante Ausstromgeschwindig-
keit diese Gleichung folgendermaflen lautet:

(1)

¢) Welche Endgeschwindigkeit hat demnach eine Rakete, die ihren Treibstoff mit kon-
stanter Geschwindigkeit von 3km/h ausstoBt, und deren Masse beim Start von 2900t
auf 760t am Ende sinkt (Apollo 12).

d) In der obigen Rechnung ist die Schwerkraft vernachlassigt. Um wie viel geringer
ist die Geschwindigkeit aufgrund der Gravitation, wenn man wéhrend des Starts
ein konstantes Schwerefeld mit Erdbeschleunigung g annimmt, die Rakete senkrecht
nach oben fliegt und fiir den Start 16 Sekunden benotigt? Geben Sie die resultierende
Endgeschwindigkeit an.

Losung
a) Zuerst wird die Bewegungsgleichung aufgestellt

m(t)i = Fyalt) = L = S(mltyug) = —in(t)e, )

Hier wurde die Impulserhaltung des Gas-Rakete-Systems verwendet. Die Masse der
Rakete ist gegeben durch m(t) und die Masse des Ausstromenden Gases durch
m(t = 0) —m(t).

Pges(t) = 0 = (m(t = 0) —m(t)) - vg = m(t) - Vrakete(t), (3)



VRakete 1St die Geschwindigkeit der Rakete und m(t = 0) die Anfangsmasse der
Rakete.

b) Aus der Bewegungsgleichung lasst sich folgern

o d%x d m(t)
r = @ = &U(t) = —Wvg (4)
_om(Y)
—dv = —Ugm - dt. (5)

Durch einfache Integration erhilt man

v(t) t Th(t/) t
dv :/ —v dt/ = —v, Inm(t
/ o Inm(t)]

= +v,(Inm(t =0) — Inm(t) = vy 1n mﬁ;)o).

Dabei wurde verwendet, dass
Lo f(2) = 74 - ().

¢) Mit den angegebenen Werten folgt fiir die Endgeschwindigkeit

vend:?)lin-lnz%o(?;:él,wlin. (6)
d) Die Bewegungsgleichung lautet nun
m(t)i = —m(t)vy — m(t)g. (7)
Analog zu ¢) kann man die Gleichung durch m(t) teilen und nach ¢ integrieren und
erhélt
v(t):vgan—g-t. (8)

Die Endgeschwindigkeiten mit und ohne Gravitation unterscheiden sich lediglich um
den Ausdruck —g -t

km

Umit — Uohne :U(t: 168)—U91H7 —
S

m
= —g-t= 156,96 — = 0,156 —. (9)
S

1.2 Wurf von einem Balkon

Von einem Balkon in der Hohe h werde eine Kugel mit Anfangsgeschwindigkeit vy unter
dem Winkel o zur Horizontalen nach oben geworfen.

a) Wahle ein geeignetes Koordinatensystem und beschreibe die Wurfbahn durch einen
zeitabhangigen Ortsvektor 7(¢). Gib auch die Geschwindigkeit ¥(¢) an.

b) Zu welchem Zeitpunkt trifft die Kugel auf dem Erdboden auf?
c) Welche Geschwindigkeit v; = |#;| hat die Kugel beim Auftreffen auf dem Boden?

d) Eine zweite Kugel werde unter dem Winkel § = —a nach unten geworfen. Um
welche Zeitdifferenz At erfolgt der Aufprall auf den Boden schneller als im ersten
Fall?

¢) Warum héngt das Ergebnis von d) nicht von h ab?



Losung

a) Als Koordinatensystem kann das Ortsfeste Koordinatensystem gewéhlt werden, wel-
ches den Ursprung auf Bodenhohe hat. Fiir den Ortsvektor gilt dann

vo cos(a) -
T(t) = 0 : (10)
—2gt* +vgsin(a) -t + h

Durch einmaliges Ableiten erhélt man den Geschwindigkeitsvektor
v cos(a)

7(t) = 0 : (11)

v sin(a)

b) Die z-Komponente wird gleich 0 gesetzt und die resultierende quadratische Glei-
chung gelost

1
z2(t1) =0 = —§gt2 + vpsin(a) -ty + h (12)
_ —wpsin(a)xy/v} sin2(a)+4%~gh _ wgsin(a) v sin?(a) h
=t = — =T 2 T 25

Hier ist aber lediglich die positive Losung physikalisch sinnvoll.

N tl o vosin(a)<1 + 1 T 2hg )

T g vZ sin? (a)

c) Die Geschwindigkeit beim Aufprall ist gegeben durch

v cos() vo cos()
i(t) = 0 = y
vosin(a)) — vgsin(a)(1 + /1 + Unghg(a)) —vgsin(a), /1 + %

13)

Darauf folgt der Betrag des Vektors

. : 2hg 2hg
|7 :UO\ICOSQ(Q)+SIH2(Q) <1+v(2)s.1112(04)> 200,/14—1}—8. (14)

d) Rechnungen analog zu den vorherigen Aufgaben, lediglich Winkel mit § = —«
ersetzt. Es gilt : sin(—a) = —sin(a) und cos(—a) = cos(«). Der Ortsvektor lautet
nun

vo cos(a) - ¢
r(t) = 0 . (15)

—1gt* —vosin(a) -t +h

Die z-Komponente wird wieder gleich 0 gesetzt und nach dem Losen der quadrati-
schen Gleichung erhalt man

1 _vosin(e) vg sin®(@) h / __ _ wvgsin(a) . 2gh
th = —tsnal 5 m = ¢ = st (1 1+ smz,(a)vg)




Wobei wieder nur die physikalisch relevante Losung (4) in Betracht gezogen wurde.

Die Zeitdifferenz der beiden Aufpralle betragt

v sin(a) 2gh 2gh 20 sin(«)

At=t,—t) = —>1|1 1+ ——+1—,/1 = .
b g ( + \ + vg sin?(a) * + vg sin?(a) g

(16

)

e) Die Zeitdifferenz des Aufpralls hangt lediglich von dem Winkel und nicht der Hohe
ab, weil diese im Grunde genau die Zeit angibt, die der erste Ball braucht von Hohe
h auf die maximale Hohe zu steigen und wieder auf h zu fallen. Sobald der erste
Ball wieder auf der Hohe h ist fallt er unter den gleichen Bedingungen, unter denen
Ball 2 abgeworfen wurde: mit Geschwindigkeit vy und Winkel —a.

1.3 Snowboardfahrer

Ein Snowboardfarer fahrt von einem Anfangshiigel mit gegebener Hohe H = 12 m auf eine
Sprungschanze zu (siehe Abbildung). Das flache Stiick vor dem Absprung hat eine Linge
[ = 15m. Wurde die Schanze ordnungsgeméfl gebaut bzw. gelingt es dem Snowboarder
im Aufsprung zu landen? (Reibung wird vernachléssigt)

[=15m

/; \
1=2 1yl
-

L=4m

Losung

Um die Flugbahn des Snowboardfahrers zu berechnen muss zuallererst die Absprungge-
schwindigkeit berechnet werden. Diese erhidlt man tiber die Energieerhaltung:

1 2

Epot = Eyin, = m~g~(H—h):§~m-U0 (17)
—vg=4/2-9g-(H—-h)=14%
Nun muss der Absprungwinkel berechnet werden
tan 2™ — 26, 56° (18)
a = arctan — = .
4m ’

Die Flugbahn, die den Snowboardfahrer beschreibt, lautet folgendermafien

vo cos(a) - ¢

) = ( —Lgt? 4 yysin(a) - ¢ ) ' (19)

Um die Flugzeit zu bestimmen wird die y-Komponente gleich 0 gesetzt

! |

Jt) L0 = t(vsin(a) - ;gm Ly (20)



Sty = “ff‘(a) = 1,276s.
Der Snowboardfahrer landet also bei
x(t1) = v cos(a)t; = 15,978 m.

Die Sprungschanze ist ordnungsgeméaf gebaut.

1.4 Achterbahnen

a) Du bist auf dem Rummel mit verschiedenen Achterbahnen. Auf einer Achterbahn
wird ein Wagen aus der Hohe hg mit einer Anfangsgeschwindigkeit vy gestartet. An
der tiefsten Stelle (Hohe hy) ist der Wagen doppelt so schnell wie an der hochsten
Stelle (Hohe hy). Welche Anfangsgeschwindigkeit hat der Wagen in Abhéngigkeit
von den Hohen hq, hq, ho?

b) Als zweites sichst du eine Achterbahn mit Looping. Wie grofl muss bei dem gezeich-
nete Looping mit Radius R die Anfangshohe h sein, damit man am hochsten Punkt
kurz Schwerelosigkeit erfahrt?

4]

Losung

a) Die Energie an den verschiedenen Stellen ist gegeben durch

Eoy=m-g-ho+%-m-v]
E1:m~g'h1+%-m-v%
E2:m~g-h2+%-m-v§

vy =210y ; Ey=FE, = E,
Die Energieerhaltung und die Bedingung an die Geschwindigkeiten eingesetzt ergibt

—>g-h1+ 4.0 =g-hy+ v}
5V 2:9 (hz—hl)

— 'U2 :173 g(h2 h1) 1 )
Ey=FEi=g-ho+5-v5=9 - h+5-53-9gha—h)=5-9-ha—3-g-I
1
v =2-g|--ha—=-h —h
Yo 3 3 1— o



b) Zwei Bedingungen konnen aufgestellt werden:

Energieerhaltung: m-g-h=m-g-2R+ % -m - v?
Kraftebedingung fiir Schwerelosigkeit: Fy = m - % =m-g=F,.

Aus der Kriftebedingung erhilt man v? = g - R. Das in die Energieerhaltung einge-
setzt gibt mgh = mg2R + %ng.
Die Anfangshohe ist also

1.5 Kurvenplanung

Ein Bauingenieur soll einen Kurvenabschnitt einer Strafie planen. Er erhalt folgende Vor-
gaben:

a) Bei vereister Strafle, d.h. einem Reibungskoeffizient von ugy = 0,8 zwischen Strafie
und Gummi, darf ein stehendes Auto nicht nach innen rutschen. Unter welchem
Winkel 6 sollte die Strafle iiberhoht sein?

b) Autos, die mit bis zu 60 km/h fahren, diirfen nicht aus der Kurve getragen werden.
Welchen Radius R muss die Kurve mindestens besitzen?

Losung

a) Aus dem Kraftegleichgewicht folgt

Fg - cos(f) = Fx
Fg -sin(f) = Fr = pr - Fy = pg - Fg - cos(0).

Die linke und rechte Seite kann durch Fi geteilt werden und es wird durch cos(6)
geteilt

— tan(f) = puy = 0 = arctan(puy) = 38, 66°.
b) Wieder mit dem Kréftegleichgewicht erhélt man

% = sin(f) - Fy = sin(f) - Fg - cos(f) = sin(f) - m - g - cos(6)
= R = e = 303, 7m.

FZ:m-



1.6 Gleichgewicht: Balken mit Rollen

An einem asymmetrisch unterstiitzten Balken sind drei Massen (m 4, mp, m¢) aufgehéngt.
Die ungleichen Massen A und B héngen iiber eine Rolle zusammen und setzen sich in
Bewegung.

| (=]
" el

a) Leiten Sie die Seilkraft Fg her, die auf den Koérper A und B wirkt, wenn diese sich
in Bewegung setzten, wiahrend der Balken unbeweglich ist.

b) Berechnen Sie die Kraft, die die gesamte Rollenkonstruktion mit den Massen m, =
1kg und mp = 2kg auf den Balken ausiiben.

c) Wie grol muss die Masse des Korpers C' sein, damit der Balken waagrecht bleibt,
wenn das Léngenverhaltnis b : @ = 3 : 1 ist (wéhrend sich die Kérper A und B
bewegen, Massen wie in b) )?

Losung
a) Die Bewegungsgleichung der Massen lautet

maZa = Fs —mag
mBéB = Fs — mpg.

Die Zwangsbedingung des Systems lautet z4 4+ zp = const.. Nach der Zeit abgeleitet
ergibt das 24 + Zg = 0.
Dadurch kann man nun die Bewegungsgleichungen vereinen und erhalt
F Fs _
9+ 59 +1nTSB =0
_ 1 1\ mam
= Fs =29 (G, +ay) =20 g~

mat+mp

b) Die auf die Konstruktion wirkende Kraft entspricht zwei mal der Seilkraft. Jede
Masse zeiht mit der Seilkraft an der Konstruktion

2Fg = dg - ZAmE — 96,16 N.

¢) Mit dem Drehmomentgleichgewicht folgt

2Fs-a=Fo-bmit Fo =me - g

a
QZFS =mg-g
__o9aq mam __ 8 mam —
— Mg = 2E4mAA+7nBB = gmAA+rfB = 17 78 kg



1.7 Leiter

Romeo nimmt eine gleichméflig gebaute, 10 m lange Leite und lehnt sie gegen die glat-
te (reibungsfreic) Wand unter Julias Balkon. Die Leiter hat eine Masse von 22kg und
der FuBlpunkt der Leiter ist 2,8 m von der Wand entfernt. Romeo hat eine Masse von
70kg. Als er 90 % der Leiter erklommen hat, kommt die Leiter ins Rutschen. Welchen
Haftreibungskoeffizient p g ergibt sich damit zwischen Leiter und Boden?

Losung
Fiir die Krafte gilt

Fy = (mp +mg)g ) Fy = puFy = pu(mp +mg)g.
Der Winkel zwischen Leiter und Boden ist

2
Q= arccos ({5) =73,74°. (21)

Um das Drehmomentgleichgewicht aufzustellen miissen die Ortsvektoren der Angriffs-
punkte der Kréifte bestimmt werden. Dazu wird der Auflagepunkt an der Wand als Refe-
renzpunkt verwendet

—cos(a) - 0,1L —cos(a) - 0,5L
TR =| —sin(a)-0,1L : TR = | —sin(a)-0,5L ,
0 0
—cos(a) - L
R =| —sin(a)- L
0

Das Drehmomentgleichgewicht ist
Mges = ZM’L = Z(f; X E) = 0.

Die Drehmomente sind

cos(a) 0 0
Mp=—-0,1L | sin(a) | x| —mgg | =0,1Lmpgg 0 ,
0 0 cos(av)
. 0
My =0,5Lmrg 0 ,
cos(a)
. 0
MN = —L(mL—l—mR)g 0 s
cos(av)
. 0
MReivung = Lptar(mp +mg) 0
sin(a)



Die Summe der Drehmomente muss 0 ergeben
!

0, Impg cos(a) + 0,5Lmpgcos(a) — L(my + mpg)g cos(a) + Ly (my + mpg)sin(a) = 0.
Diese Gleichung nach pg umgestellt liefert das Ergebnis

_ (mi+mpg)—0,1mpr—0,5my cos(e) __
HH = m;+mpg sin(a) 07 23

1.8 Halber Looping

Ein Schlitten tritt in einen halben Looping mit Radius R = 10 m ein, worin er reibungsfrei
gleitet.

a) Wie grofl muss die Anfangsgeschwindigkeit vy mindestens sein, damit der Wagen
den obersten Punkt des Loopings iiberhaupt erreichen kann, ohne anzustiirzen?

b) Mit welcher Geschwindigkeit v; tritt der Wagen aus dem halben Looping aus, wenn
der Anfangsgeschwindigkeit vy = 25 m/s betragt?

¢) In welcher Entfernung L trifft der nach dem Austritt aus dem Looping frei fallende
Schlitten fiir die unter b) gegebenen Anfangsgeschwindigkeit vy auf dem Boden auf?

d) Unter welchem Winkel g trifft der fallende Schlitten fir die unter b) gegebene An-
fangsgeschwindigkeit vy auf dem Boden auf?

Losung
a) Zwei Bedingungen miissen gelten, damit der Schlitten den héchsten Punkt des Loo-

pings erreicht

Energieerhaltung: smug = mg2R + mv?
Kraftegleichgewicht: Fy; = m% =mg = Fq
= % = gR, sv3 =29R+ 39R = 2¢R
— vg = /g =22,157
b) Energieerhaltung liefert die Austrittsgeschwindigekeit

1,2 1,2
ymug = mg2R + ;mu

— v =/v§ —4gR =15,252.
c¢) Die Bahnkurve nach dem Verlassen des Loopings sieht wie folgt aus

v-t

0= s om ) 22)

Zum Zeitpunkt ¢; erreicht der Schlitten den Boden; y(t1) =0



y(t)) =0=2R—3gt;  —  t1= /T =198
— L=2xz(t;) =v-t; = 30,20 m.

w-(,)

tan(f) = —* — f = arctan (—Z—i) = arctan (ﬂ) = 51, 86°.

d) Fiir den Winkel gilt

v

10
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