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1 Addition von Geschwindigkeiten

Zeigen Sie, dass in der speziellen Relativitatstheorie zwei gleichgerichtete Geschwindigkeiten v; und vy auf
folgende Weise addiert werden:
1t
1+ 1)11}2/62
Fiithren Sie hierzu zwei Lorentz-Transformationen hintereinander aus und vergleichen Sie die Koeflizienten mit

einer einfachen Transformation.
Was bedeutet dies fiir die Addition ,,c + ¢“? Nédhern sie das Ergebnis fiir kleine Geschwindigkeiten vy, v < c.

Losung:
Die Lorentz-Transformation ist gegeben iiber

ct’ = yi(ct — Br), ' =y (z — Pict)
= " = (et — Box’) = mya(ct — Prx — Ba(x — Pict)) = v1v2((1 + B1f2)et — (B + B2)x) = (et — f)

= 2" = oz’ — Bact’) = yiva(x — Prct — Balct — Prx)) = y172((1 — Bif2)r — (B1 + B2)ct) = v(xz — Bet)

Daraus konnen wir schliefSen

v =7172(1 + B1B2), B8 = m72(B1 + B2)

. B B+ Br vt
= v=cf=c— =c = 5
Y 146182 14wivg/c

Die Lichtgeschwindigkeit addiert liefert

2c 2c
== —=C
1+c¢%/c2 2
Im Falle nichtrelativistischer Geschwindigkeiten gilt
v1 + v v1 + v
! 2 U1 2 py + v

v = =~
1+ 452 1

Es ergibt sich also der klassische Grenzfall.

2 Polarisation von EM Wellen

Wir betrachten zwei ebene elektromagnetische Wellen.
Das elektrische Feld der ersten ist Ey(r,t) = LE(()D cos (2 — wt) (e, + €).

V2
L B(? sin (2 —wt+ @) (e, +ey).

Das magnetische Feld der zweiten ist Ba(r,t) = EBS

(a) Wie sind die einzelnen Wellen polarisiert? Was sind ihre Wellenvektoren?
Losung: Beide sind linear polarisiert. Die Polarisationen stehen senkrecht zueinander. Die Wellenvektoren
sind jeweils k = Ze,.

(b) Die beiden Wellen tiberlagern sich nun zu einer Welle. Was ist ihre Polarisation wenn ¢ = 07 Wenn ¢ = 77

Losung: Es gilt

1 1 1, k? w
kxB=—-kx(kxE)=—-k(k-E)— —k*"E=—-——E = E=_—-Bxk
w w w w k2
Demnach gilt fiir das zweite elektrische Feld
B@ B@
Es(r,t) = w20 sin(kz — wt + @) (e, +e,) x e, = c—=sin(kz — wt + ¢) (e, — e,)

k V2

Dann ist im Falle einer Uberlagerung die resultierende Welle

1 1
EE(()I) sin(kz —wt +7/2)(e; +ey) + ECB((E) sin(kz — wt — ) (e, — ey)

1
=— [E((Jl) sin(kz — wt 4+ 7/2) + cB(()Q) sin(kz — wt + ¢)]e,

V2

_|_

V2

E(r,t) =

[Bg" sin(kz — wt + /2) — B sin(kz — wt + ¢)e,

Sl



3

In beiden Féllen ist die Welle elliptisch polarisiert. Ist ¢ = 0, so ist sie rechtshindig. Ist ¢ = 7, so ist sie
linkshéindig. Falls auch die Betrige E(()l) und cBéz) gleich sind, ist sie zirkular polarisiert.

Was ist die Polarisation der entstehenden Welle fiir ¢ = /27 Fiir andere ¢?

Lésung: Wenn ¢ = /2, kénnen wir den zeitabhiingigen Teil aus dem Vektorteil ausklammern. Die Welle
ist linear polarisiert. Fiir alle anderen ¢ ist die Welle elliptisch polarisiert.

Was miisste fiir unpolarisierte Strahlung geschehen?

Losung: Man miisste viele Wellen iiberlagern, die unterschiedliche Amplituden und Phasen haben. Erst
dann ist die Bahn die von E(rg,t) an einem fixen Ort 79 mit der Zeit in der zy-Ebene vollfithrt wird eine
Form, die komplizierter ist, als eine Linie, Ellipse oder ein Kreis.

Relativistische Ziige

Wir betrachten zwei Ziige 1 und 2 sowie einen Bahnhof B. Die Ziige fahren beide in die gleiche Richtung auf
einer Strecke die sich relativ zum Bahnhof nicht bewegt und eine Lange von L hat. Der Bahnhof beobachtet

dass der erste Zug die Strecke in einer Zeit % zuriicklegt, der zweite in %=

(a)

5L
3¢

Sie werden einige Léngen, Geschwindigkeiten und Zeiten verwenden. Uberlegen Sie sich eine konsistente
Notation, aus der man erkennt, worauf sich z.B. eine Zeit bezieht und in welchem Bezugssystem sie gemessen
wird.

Losung: In dieser Musterlosung ist z.B. tES) die Zeit die Zug 7 benotigt, gemessen im Bezugssystem S.

Welche Geschwindigkeiten haben die Ziige im Bezugssystem des Bahnhofs?

Lésung:
(B) L(B) 4
Uy = T) = —C
¢ 5
(B) L(B) 3
’U2 = W = —C
ts 5

Was erwarten Sie fiir die Geschwindigkeit des Bahnhofs im Bezugssystem von Zug 1?7 Wie lang ist die
Strecke im Bezugssystem von Zug 1?7 In Bezugssystem 1, wie lange dauert es, bis das Ende der Strecke beim
Zug angekommen ist? Wie schnell ist also der Bahnhof im Bezugssystem von Zug 17

Losung: Wir erwarten, dass die Geschwindigkeit die gleiche ist, nur in die entgegengesetzte Richtung.
Betragsmifig gilt also

o = o)

Fiir die Liange der Strecke und die Dauer der Fahrt kénnen wir die Formeln fiir die Zeitdillatation und
Léngenkontraktion verwenden. Wir berechnen zunichst den Gammafaktor fiir die Relativbewegung von

Zug 1 und Bahnhof
1 /1 5
2 16 ~ 2
- (U§B>) — 3

Da die Strecke im Bahnhofssystem ruht, ist sie im System 1 kontrahiert.

oLl _3;

gl 5
Die Messung der Fahrzeit findet im System von Zug 1 am gleichen Ort statt, also ist die im Bahnhofssystem
dillatiert.

B 1 1 3L
67 =mt) = V=7

Damit erhalten wir wie erwartet



(d) Wie lang ist die Strecke im Bezugssystem von Zug 27 Wie lange braucht die Strecke im Bezugssystem von
Zug 2, um an ihm vorbeizufahren?

Lésung: Dies ist analog zu (c):

_3
Y2 = 1
@ Lrm 4
V2 5
1 AL
1P = =P = =
Y2 3¢

Und wir sehen dass auch hier die Geschwindigkeit die gleiche ist.
(e) Im Bezugssystem von Zug 2, wie lange braucht Zug 1 fiir die Strecke? Wie schnell ist also Zug 1 im
Bezugssystem 27

Losung: Hier kénnnen wir nicht einfach Formeln fiir Zeitdillatation verwenden. (Mehr dazu in (f)). Hier
miissen wir eine explizite Lorentztransformation vom System B ins System 2 durchfiithren. Zug 1 starte

seine Fahrt bei JTEB) = 0 zum Zeitpunkt th) = 0. Er kommt am Ende der Strecke zch) = L zum Zeitpunkt
tng) = % an. Diese Raumzeitkoordinaten Transformieren wir ins System 2:

331(2) =2 (x§B) — Ugtz(-B)) =0

@) w o a”
ti =72 ti —UQlT =0
C
@ _ ((B)_ <B>>:§ p_3.5LY _ 5,
vy =me\ay T vy 4 54c 16
> s 2P\ 5/ 3 L\ 513L 13L
12 oy (e T ) 3 (3L 3 LY 5130 13L
! y 2 4\ 4¢ 5 ¢2 420 ¢~ 16¢

Wir erhalten also eine Geschwindigkeit des Zugs 1 im Bezugssystem 2
(2) ()
S T T 5
1 tScQ) . t§2) 16

(f) Vergleichen Sie ihr Ergebnis aus (e) mit den anderen Kursteilnehmern. Sollten Sie sich uneinig sein, finden
Sie heraus, wer wo eine falsche Annahme gemacht hat.

Losung: Ein héufiger Fehler, der hier z.B. zur Sprache kommen kénnte ist, filschlicherweise die Formeln
fiir Zeitdillatation oder Langenkontraktion zu verwenden.

Die Formel fiir Zeitdillatation gilt nur, wenn die Zeit in einem der beiden Systeme am selben Ort gemessen
wird.

Die Formel fiir Langenkontraktion gilt nur, wenn die Lénge in einem der beiden Systeme zur selben Zeit
gemessen wird.

4 Polarisation von EM Wellen

Eine ebene elektromagnetische Welle der Intensitdt I und Wellenldnge A breite sich in die positive z-Richtung
aus.

(a) Die Welle sei zirkular polarisiert. Am Ursprung r = 0 zeigt das elektrische Feld zum Zeitpunkt ¢ = 0 in
die positive z-Richtung. Am selben Ort zeigt das magnetische Feld zum Zeitpunkt ¢ = ﬁ in die negative
z-Richtung. Geben sie zu allen Zeiten und an allen Orten das elektrische und magnetische Feld, so wie den
Poynting Vektor an.

Loésung: Zunéchst entspricht die zweite angegebene Zeit einer Viertel Periode

A 1 T

de Af T 2w



Es ist B = %(k x E). Also zeigt das magnetische Feld zuerst in die negative y-Richtung und nach einer
Viertel Periode in die positive z-Richtung. Die Welle ist also rechtshindig zirkular polarisiert (Wenn k der
Daumen ist, folgt die Drehrichtung den Fingern der rechten Hand, nicht der linken).

Der Wellenvektor ist k = ke, := Qfez, die Kreisfrequenz w = 27 $. Die Betréige der Felder erhalten wir aus
der Intensitét

I E
EO = e BQ = 70
CEp c

Damit ist die Welle vollstéindig bestimmt:

E(r,t) = Ey(cos (wt — kz)e, + sin (wt — kz)ey)
B(r,t) = By(sin (wt — kz)e, — cos (wt — kz)e,)

Der Poynting Vektor ist

S = e9c®E x B = ¢yc®?EyBye, = Ie,

(b) Die Welle sei linear polarisiert. Am Ursprung r = 0 zeigt das elektrische Feld zum Zeitpunkt ¢ = 0 in die

positive y-Richtung. Am selben Ort verschwindet das magnetische Feld zum Zeitpunkt ¢ = ;5. Geben sie
zu allen Zeiten und an allen Orten das elektrische und magnetische Feld an.

Losung: Da nach einer Viertel Periode die Felder verschwinden, sind sie zu ¢ = 0 maximal. Bei linearer
Polarisation schwingen die Felder in jeweils einer Ebene (yz-Ebene fiir das elektrische Feld, zz-Ebene fiir
das magnetische)

E(r,t) = Eycos (wt — kz)e,
B(r,t) = —Bg cos (wt — kz)e,

5 Das Garagen-Paradoxon

Waéhrend des Semesters haben Sie das ,,Garagen-Paradoxon* kennengelernt. Wir wollen dieses Paradoxon nun
nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ verstehen. Der Ubersicht halber bezeichnen wir hier alle Gréfien
im Ruhesystem der Leiter mit ,,“

Eine Garage mit zwei Tiiren habe die Lange h in ihrem Ruhesystem. Eine Leiter hat in ihrem Ruhesystem die
Lénge I’ = 5/4 h. Sie bewege sich mit Geschwindigkeit v auf die Garage zu. Zu dem Zeitpunkt, in dem das
vordere Ende der Leiter die Garage beriihrt, 6ffnen sich beide Tiiren. Sobald das hintere Ende die Eingangstiir
passiert hat, schlieflen sie sich wieder. Dasselbe passiert am Ausgang: Sobald das vordere Ende der Leiter am
Ausgang ist, offnen sich beide Tiiren und sobald das hintere Ende der Leiter die Ausgangstiir passiert hat,
schlieflen sie sich wieder.

Aus Sicht des Beobachters (Ruhesystem der Garage) erscheint die Leiter kontrahiert und sie passt in die Garage,
d.h. es existiert ein Zeitintervall At, zu dem beide Tiiren geschlossen sind. Aus Sicht der Leiter erscheint die
Garage kontrahiert und die Leiter passt nicht in die Garage. Das Zeitintervall, in dem beide Tiiren geschlossen
sind, scheint es hier also nicht zu geben. Scheinbar werden aus jedem Bezugssystem unterschiedliche Vorgénge
beobachtet.

(a) Aus welchem Grund kann hier nicht einfach die Formel zur Zeitdillatation benutzt werden, um A#' im
Leitersystem zu erhalten?

Loésung:

Die Zeitdillatationsformel funktioniert nur, wenn eine Zeitspanne zwischen zwei Ereignissen gemessen wer-
den soll, die sich am selben Ort befinden. Die beiden Tiiren 6ffnen sich aber in keinem der beiden Bezugs-
systeme am selben Ort.

(b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit der Leiter, die notwendig ist, damit das Zeitintervall At > 0 ist.
Errechnen Sie dann At in Abhingigkeit von v, I’ und h.



Lésung:

Damit At > 0 ist, muss im Ruhesystem der Garage gelten | < h.

v, v\ 2 h\? v\ 2 R\?> 3
Wir betrachten nun das Geschehen im Ruhesystem der Garage. Zu dem Zeitpunkt, an dem sich die hintere

Tiir schlieBt, hat das vordere Ende der Leiter von der anderen Tiir den Abstand d = h —1=h —1'/~. Also
benétigt sie folgende Zeit, um zur anderen Tiir zu gelangen:

At—g— h=U/y  h—=1Uy1-(v/c)?
v

(% v

Das Paradoxon kann gelost werden, indem man beachtet, dass keine universelle Gleichzeitigkeit vorliegt und
sich die Tiiren demnach im Ruhesystem der Leiter nicht gleichzeitig 6ffnen und schliefen. Das wollen wir
nun iiberpriifen. Wir nehmen hierzu an, dass sich die erste Garagentiir zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ = 0 6ffnet.
Berechnen Sie nun in beiden Bezugssystemen die Zeitpunkte

/

° , an dem sich die zweite Garagentiir 6ffnet,

/

° , an dem sich die erste Garagentiir schlief3t,

/

) , an dem sich die erste Garagentiir wieder 6ffnet, und

/

t1(’)
ta(")
e t3('), an dem sich die zweite Garagentiir schliefit,
ta(’)
t5(’)

) , an dem sich die zweite Garagentiir wieder 6ffnet.

Hinweis: Berechnen Sie die Zeiten zunéichst im Ruhesystem der Garage und benutzen Sie anschliefend die
Lorentz-Transformation, um die gestrichenen Zeitpunkte auszurechnen.

Loésung:
Garage Leiter

0) 1. Tiir offnet to = L=0

1) 2. Tiir 6ffnet t1 =0 cth = —vBh = —v%h
2) 1. Tiir schliefft ¢y = % cth = v%l th ="+

3) 2. Tiir schlieft t3 = é cty =~(< — Bh) f=(L -4
4) 1. Tiir 6ffnet ty =12 ct) = 7% t), = 7%

5) 2. Tiir 6ffnet  t5 =2 ctf =y(<L - ph) = 2(1 - 5?) =L

(d) Visualisieren Sie den Prozess in einem Minkowski-Diagramm. Zeichnen Sie auch die eben errechneten Er-

eignisse 0 bis 5 ein.

Losung:

Die roten Linien zeigen die Weltlinien der Garage und die blauen Linien die Weltlinien der Leiter.

ct
4
2
1
& x
h
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(a)

Wellengleichung fiir das magnetische Feld

Nennen Sie die zeitabhéngigen Maxwellgleichungen. Erkliaren sie anschaulich die zeitabhéingigen Terme.

Losung: Die Mawellgleichungen lauten

V.Ezﬁ
€0

0B

EF=——

V X 5
V-B=0

192 )
V X B = upj —
HoJ + Ho€o It
Ein zeitlich verdnderliches Magnetfeld erzeugt ein elektrisches Wirbelfeld (Denken sie an die Induktion).
Ein zeitlich verénderliches elektrisches Feld, erzeugt (genau wie statische Stréme) ein magnetisches Wirbel-
feld. Stichwort: Verschiebungsstrom.

In der Vorlesung haben sie gesehen, dass man aus den Maxwellgleichungen eine Wellengleichung fiir das

elektrische Feld erhilt: V2E — c%g—;E =0, wobei V? = 68,—; + 56—3; + 6?—;. Leiten Sie analog eine (partielle)
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir das magnetische Feld her.

Loésung: Wir gehen davon aus, dass wir uns im quellfreien Vakuum befinden, also 5 = 0 = p. Wir bilden
die Rotation der vierten Gleichung und verwenden danach die zweite

) 0? 1 9?
VXVXB=per,VXE= e sB=—>5 ">
XV AT = o VX HO% 92 2 o2

Auflerdem gilt wegen V - B = 0, und unter Verwendung von Nabla-Identitéiten
VXxVxB=V(V-B)-V’B=-V’B
Also insgesamt

1 02
=V’B--_—B
0=V c? Ot?



