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1 Punktladungen

Betrachten Sie die folgende quaderférmige Ladungskonfiguration:

Die roten Kugeln stehen fiir Punktladungen ¢ > 0 und die blauen Kugeln fiir Punktladungen —q. Der Ursprung
des Koordinatensystems befinde sich genau in der Mitte.

(a) Bestimmen Sie das elektrische Feld am Ursprung.

Lésung:

Das elektrische Feld jeder Ladung wird durch die jeweils gegeniiberliegende Ladung aufgehoben. E(0) = 0.
(b) Berechnen Sie das elektrische Feld auf der z-Achse.

Losung: Wir betrachten einen beliebigen Punkt z. Dann gilt das Superpositionsprinzip.
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(c¢) Berechnen Sie die notwendige Arbeit, um eine Probeladung @ von (0,0, 00) nach 0 zu beférdern.

Loésung:

Nachdem F le, ist, muss auch keine Arbeit verrichtet werden. W = 0.

(d) Berechnen Sie das elektrische Feld auf der z-Achse.

Lésung:
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2 Elektrischer Fluss

(a) Verifizieren Sie durch explizite Integration, dass der elektrische Fluss einer Punktladung @ durch eine
umschliefende Kugeloberfliche mit Radius r, die die Punktladung im Mittelpunkt triagt, gegeben ist durch

Losung:
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(b) Betrachten Sie ein dreidimensionales Koordinatensystem mit einer Punktladung @ im Ursprung. Ferner sei
im ersten Quadranten ein Wiirfel der Seitenlinge a gegeben, der mit einer Ecke den Ursprung beriihrt (siehe
Skizze).

Berechnen Sie den elektrischen Fluss durch die Wiirfelflichen, die die Punktladung nicht beriihren (in der
Skizze blau gekennzeichnet).

Hinweis: Benutzen Sie die unbestimmten Integrale

/ x = v +C und / dz = ! arctan o — @ b2~ +C
A Vi @+ VP TR P —@ P

Losung:

Wir kénnen die Symmetrie des Systems ausnutzen, wodurch es geniigt, nur eine Seite zu berechnen. Wir
wéhlen hier die Seite, welche die x-Achse beriihrt.
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Wir multiplizieren das Ergebnis nun mit 3 (Anzahl der Flichen) und erhalten ®, = g
0

(¢) Vergleichen Sie IThr Ergebnis mit dem aus Teilaufgabe (a). Was stellen Sie fest?

Lésung:

Wenn wir das Ergebnis mit 8 (Anzahl aller Oktanten) multiplizieren, ergibt sich ein Gesamtfluss von Q /ey,
was wir auch in Teilaufgabe (a) erhalten. Wir sehen also, dass der Fluss unabhingig von der Form der
Oberfléche ist, wenn er die ganze Ladung einschlief3t.



3 Dipol im elektrischen Feld

Betrachten Sie einen Dipol bestehend aus den Ladungen @) bei 21 und —@Q bei x5 und ein nicht verschwindendes
elektrisches Feld E(x).

(a) Wir nehmen an, E sei senkrecht zur Verbindungslinie x; — x5 in jedem Punkt auf ihr. Wirkt dann immer

ein Drehmoment auf den Dipol? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung:

Nehmen wir an, €3 = —x; und E(x1) = —E(—x;). Dann ist das Drehmoment
D =Qx x E(x1) — Qxa X E(x2) = Qey X (E(x1) + E(x2)) = Q1 X (E(21) — E(21)) =0
Wir sehen also, dass in diesem Fall das Drehmoment verschwindet.

(b) Das elektrische Feld sei nun homogen und E = Fe,. Zwei Ladungen @1, Q2 > 0 seien nun nicht mehr mit
einem festen Stab, sondern mit einer mechanischen Felder der Federkonstanten k (mit Gleichgewichtslédnge 0)
miteinander verbunden. Bestimmen Sie die Gleichung fiir den Gleichgewichtsabstand der beiden Ladungen
voneinander in den Féllen Q)2 2 @1 und Q2 = )1 = Q. Sie miissen sie nicht 16sen!

E
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L
Losung:
Q2=01=@Q:

In diesem Fall kénnen wir das externe Feld vernachléssigen.

Q? 3 Q? s Q2
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Q2 > Q1:

In diesem Fall zieht Q)5 die Ladungen weiter auseinander.
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Q2 < Q1:

In diesem Fall driickt )1 die Ladungen weiter zusammen.
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4 Plattenkondensator mit Dielektrika

Berechnen Sie die Kapazitéit eines Plattenkondensators, welcher zur Hilfte Luft und zur Hilfte zwei Dielektrika
mit Dielektrizitéitskonstanten 1 und e jeweils zu gleichen Teilen in sich trigt (vgl. Skizze).

a

€1

€2

Hinweis: Uberlegen Sie sich einen geeigneten Ersatzschaltkreis.

Loésung:
Der Ersatzschaltkreis besteht aus drei Kondensatoren.

&g
. e=1
€&
Die Kapazitéat der einzelnen Kondensatoren betrégt
2 2 2
a a a
Co =¢e0— Ci = — Co = —
0= €050 1= €081 2 = fo0f2
Wir verwenden nun die Additionsregeln fiir Kondensatoren in Schaltungen.
1 1 1 d e +e £160 a?
S R 12 & C.=egp—t2 2
C. 1 Cy 002 €169 €1+eq d
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es 0 e 0y <2 e1+ 52)



5

Beweglicher Kondensator

Betrachten Sie die Anordnung in der unteren Skizze.

Es handelt sich um zwei Plattenkondensatoren, der linke mit Querschnittsfliche A; = 400 cm?, der rechte mit
Querschnittsfliche As = 3/4 A;. Die jeweiligen Plattenabstdnde héngen von der Position x eines mittleren
Bauteils ab. Es ist ¢ = 10cm und b = 6 cm.

(a)

S

Berechnen Sie die gesamte Kapazitit beider Kondensatoren als Funktion von .

Losung: Der Plattenabstand des ersten Kondensators ist =, der des zweiten ist a — b — z. Damit erhalten
wir die Kapazitaten der einzelnen Kondensatoren

A A 3 A
o :5071 : Cy :5072 - ,5071
T a—b—x 4

Da die Kondensatoren in Reihe geschaltet sind erhalten wir die gesamte Kapazitidt durch inverse Addition

1 1 1 1 4 1
Cgcs Cl + CQ €0A1 (J) + 3(a $)> 350141( “ .Z‘)
A
4(a—b) —x

Cges = 350

An die beiden Kondensatoren sei nun die konstante Spannung U = 5V angelegt. Berechnen Sie die Ge-
samtenergie beider Kondensatoren als Funktion von z. Wo ist diese minimal und welchen Wert hat sie
dort?

Losung: Die Spannung bleibt konstant. Wenn sich also durch x die Kapazitit des Aufbaus veréndert, wird
sich die Ladung des Kondensators verdndern. Die Energie des Kondensators ist
1 3 Ay
W = ZCuesU? = SggU? ————
2 & 27 Aa—b)—z
Die Ruhelage finden wir, indem wir die Energie W minimieren. Dazu muss der Nenner maximal werden,
also  minimal. Also xg = 0. Dann ist die Energie in der Ruhelage

3 Ay
Wo =Wz =m9) = —goU°’——~ =0.83x 10717
0 =Wl =) = 5el" 70—
Nun werden die beiden Kondensatoren zunéchst mit der Spannung U; = 4V in der Position z; = 3cm
aufgeladen. Danach wird die Spannungsquelle abgetrennt und die Kondensatoren von der Umwelt isoliert.
Berechnen Sie die Gesamtenergie beider Kondensatoren als Funktion von x. Wo ist diese nun minimal und
welchen Wert hat sie dort?

Losung: Nun bleibt (nach dem anfiinglichen Ladevorgang), im Unterschied zu (b) die Ladung des Konden-
sators konstant. Diese berechnen wir zunéchst

A
Q= Cges(x = .ﬁl) -U; = 350Ui4 ! =327x 107" As

(a—b) —x;
Andert man nun die Gesamtkapazitit, geht dies mit einer Spannungséinderung einher. Die Gesamtenergie
ist

1C =z;)? 3 4(a — b) —
— ges(x 'r'L) U12 _ 750141 (a ) €z y 3
(4(a —b) — z;)

2
Die Ruhelage (minimales W) wird nun bei maximalem « erreicht, also g = a — b. Dann ist die Energie in
der Ruhelage

1Q2

W = =
2Cges 2 Cges

-b
Wo = W($ = .’Eo) = §80141 3(@ )

———~ U?=6.04x10"""J
27 (4(a—b)—m)
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Zylinderkondensator

In dieser Aufgabe leiten wir die Formel fiir die Kapazitit eines Zylinderkondensators her. Die beiden Konden-
satorplatten sind Zylindermantel, deren Dicke wir vernachléssigen. Der Zylinder habe eine Lénge von L. Sie
haben Radien R; < R,. Vernachlissigen Sie Randeffekte. Es ergibt sich

(a)

C = 271'50 Ra
Ry

Wir gehen davon aus, dass die innere Platte eine Ladung +@ tragt und die duflere eine entgegengesetzte
Ladung —@Q. Wihlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem aus und begriinden sie mit Symmetrieargumen-
ten, welche Form das elektrische Feld E(r) hat. Stellen Sie sich dazu folgende Fragen: In welche Richtung

zeigt das Feld? Gibt es Koordinaten, von denen es nicht abhéngen kann?
Lésung: Wir withlen Zylinderkoordinaten (r, ¢, z), da diese der Symmetrie des Problems entsprechen.

Dass wir Randeffekte vernachlissigen, bedeutet, dass wir den Zylinder so behandeln, wie einen Teil eines
unendlich langen Zylinders.

Das elektrische Feld zeigt immer in die e,-Richtung. Hétte es eine e -Komponente, wiirde es die Spiegelsym-
metrie an Ebenen durch die z-Achse verletzen. Hétte es eine e,-Komponente wiirde es die Spiegelsymmtrie
an Ebenen senkrecht zur z-Achse verletzen. (Letztere gilt nur unter Vernachlissigung von Randeffekten und
ist der Grund, warum uns diese Niherung die Rechnung vereinfacht)

Das elektrische Feld héngt nur von r ab, da es sonst die Rotationssymmetrie um die z-Achse oder die
Translationssymmetrie entlang der z-Achse verletzen wiirde. (Wieder gilt letztere nur, wenn man Randef-
fekte vernachliissigt)

Also hat das Feld die Form E(r) = E(r)e,

Hinweis: Die Begriindungen hier sind ausfiihrlicher, als sie in Klausursituationen erwartet werden. Dort
wiirde reichen ,,Aus Symmetriegriinden ist E(r) = E(r)e.“.

Wihlen Sie ein geeignetes Integrationsvolumen und berechnen Sie mit dem Satz von Gaufl das elektrische
Feld E(r) abhingig von Q.

Losung: Wir wihlen als Integrationsvolumen V' einen Zylinder mit Radius R und Lénge L, koaxial mit
dem Kondensator. Sein Rand 9V ist der Zylindermantel mit den beiden Kappen.

Wir miissen uns nicht mit der exakten Form des Oberflichenelements do- aufleinandersetzten. Es reicht uns
die Richtung: do = doe, auf dem gekriimmten Mantel und do = +doe, auf den Kappen. Da E(r) auf dem
Zylindermantel konstant ist, kénnen wir es aus dem Integral herausziehen und das ,leere“Integral ergibt
die Oberfliche des Zylindermantels. Die Kappen tragen nicht bei da hier E | do.

Nun verwenden wir den Satz von Gaufl

QV:/VdV plr) :/VdVV-E(r):/(Wda'-E(r):/ManteldoE(r)—i—/ do - E(r)

€0 €0 Kappen ~—~—
=0
— E(R) / do = E(R)2nRL
Mantel

Hierbei ist Qv die Ladung die vom Volumen V' eingeschlossen wird.
Fiir R < Ry und R > Ry ist diese Ladung 0 und in diesen Bereichen also E(R) = 0.
Fir R; < R < Ry ist Qy = +@ und wir erhalten insgesamt

0 R < R
0 R> Ry

Berechnen Sie die Spannung U zwischen den beiden Platten als Potentialdifferenz.

Losung: Die Potentialdifferenz zwischen den beiden Platten erhalten wir durch Integration des elektri-
schen Feldes. Der Referenzpunkt ref an dem das Potential verschwindet kann willkiirlich gew#hlt werden,
Potentialdifferenzen hingen nicht von ihm ab.

R> R»
d R
U= ¢(Ra) — ¢(R1) = /dr E(r) = - Cjﬂ'L 770 - EWL In (Rj)
R1 Rl



(d) Berechnen Sie die Kapazitiit des Kondensators und vergleichen Sie sie mit obiger Formel.

Losung:

C= = 2meg———
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SO
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