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1. Abbildungen (3 Punkte)
Es sei §' = {(2,y) € R?|2? + y? = 1} der Einheitskreis in R? und f : [0,1) — S* die Abbildung definiert
durch f(t) = (cos (2nt), sin (27t) fir ¢ € [0,1). Welche der folgenden Aussagen treffen zu?

V/ f ist stetig.

Vv [ ist injektiv.

Vv [ ist surjektiv.

O f hat eine stetige Umkehrabbildung f=! : S — [0, 1).

Losung:

f ist stetig, weil sie aus stetigen Funktionen aufgebaut ist.
f ist bijektiv (also auch injektiv)
Die Polarkoordinaten zeigen die Surjektivitat (oder folgend aus der Bijektivitét).

Die letzte Option ist falsch.

Da f bijektiv, ist f=1: S — [0, 1) wohldefiniert und eindeutig bestimmt. Wir benétigen die Definition

der Stetigkeit: f~! ist stetig wenn Va,, C S, mit lim,, o0 2, = 2 € St gilt lim f~1(x,) = f~1(2).
n—oo

Um zu zeigen, dass f~' nicht stetig ist, reicht es aus ein Gegenbeispiel zu finden:
Die Folge (), in S! gegeben durch w,, = (cos (—2m/n),sin (=27 /n)) konvergiert fiir n — oo gegen
(1,0) € St, das Bild unter f~1(x,,) ist

aber das Bild von f~1(x) ist
f7H2)=f"(1,00=0da1¢[0,1)
d.h.
Jim FH@n) # (@)

Also ist f~! nach Definition nicht stetig. 1 Punkt je richtiger Antwort.

2. Differentiation (6 Punkte)

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen f : R® — R an jedem
Punkt (79,90, 20) € R3.

i‘ f(l.7yﬂz) = Iily

ii. f(x,y,z) = ze%
iti. f(z,y,2) =2%+y?+ 2% - 2xyz

Losung:

—Xz

ii. Opf(z,y,2) = ie%, Oyf(x,y,2) = o ev und 0, f(z,y,2) = ev

iii. Oy f(z,y,2) =2z — 2yz, Oy f(z,y,2) =2y — 22z und 0, f(x,y,2) = 22 — 2zy
1 Punkt fiir jede richtig geloste Teilaufgabe (0.5 Punkte wenn nur 2 Ableitungen richtig sind).

(b) (3 Punkte) Sei f:R? — R? die durch f(z,y) = (sin(z),sin(y)) gegebene Funktion. Berechnen Sie

D f(zo)(v)

fiir den Punkt xp = (0,0) und den Vektor v = (12,11).

Losung:
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Die Jacobi-Matrix von f am Punkt (z,y) ist

(COSO(I) coso(y)>

und also ist die Ableitung von f am Punkt (0,0) durch die Matrix

(8 )= ()
prtae= (3 %) = (2)

1 Punkt fir richtigen Ansatz (Jacobi-Matriz ausrechnen), 1 Punkt fir korrekte Jacobische, allge-
mein oder bei (0, 0), 1 Punkt fiir korrekte Antwort.

gegeben. Man erhélt

3. Stetigkeit (2 Punkte)
Sei f : R2 - R
sin(z?4y?) 0
flzy) =14 a2+ (z,y) #
) 1 _

Ist f an der Stelle (x,y) = 0 stetig? Begriinden Sie.

Losung:

Ist nicht stetig: Fiir x # 0 ist f eine Verkettung stetiger Funktionen, aber nach dem Satz von I’Hospital
gelten 1 Punkt fiir I’Hospital.

f(z,0) = 1firz —0
fO,y) = 1firy—0

Die Funktion ist stetig in (0,0). Je 0,5 Punkte fiir die Ableitungen.

4. Taylorentwicklung (4 Punkte)
Berechnen Sie das Taylorpolynom vom Grad 2 von f : R? = R
1
f(xa y) - ;y

an der Stelle a = (1,2).

Losung:

Die partiellen Ableitungen sind gegeben durch

-1 ~1
Ouf = 2y Oyf = T2
2 1 2

1 Punkt fiir die Ableitungen.
Damit folgt fiir die Taylorreihe an der Stelle a

Y

1 -1 -1 T 1 1
5+ (7)) r e (3
1 1

1 Punkt fiir allgemeines Taylorpolynom, 1 Punkt fiirs Einsetzen und ein Punkt fi* das richtige Ergebnis.
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5. Extremalstellen (11 Punkte)
Berechnen Sie die Minima und Maxima der Funktion

f:(vy) eRP s 2? 9%+ 220+ 2y
auf dem abgeschlossenen Ball B = {(z,y) € R? : 2% + y? <4},

(a) (2 Punkte) Berechnen Sie die Extrema zuerst fiir das Innere des Balls.
(b) (9 Punkte) Berechnen Sie dann die Extrema fiir den Rand.

Losung:

(a) Wir berechnen zuerst die kritischen Punkte von f im Inneren von B. Es gilt fiir alle Punkte
p=(x,y) € B°
Dpf = (01f(p),02f(p)) = (2z +2,2y +2). (I Punkt)

Der Punkt p ist also genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn
204+2=2y+2=0

oder anders ausgedriickt, wenn p = (=1, —1). (1 Punkt)

(b) Fir die kritischen Punkte von f auf dem Rand von B verwenden wir die Methode der Lagrange-
Multiplikatoren und betrachten also die kritischen Punkte der Funktion (1 Punkt)

L(z,y,\) =22+ + 22+ 2y — A2® + 9> —4). (1 Punkt)
Die Bedingung 0 L(z,y, \) = 0 besagt gerade, dass z? + y? = 4. Die anderen sind
2x + 2 = 2x ), 2y +2 =2y (1 Punkt)

Nach Substraktion respektive Addition dieser beiden Gleichungen ist ein dquivalentes Gleichungs-
system durch

2(z —y) =2(z —y)A,
2@ +y)+4=2(z+y)A (1 Punkt)
gegeben. Nach der ersten Zeile ist also A = 1 oder & = y. Sind wir im ersten Fall, so gilt nach der

zweiten Zeile der Widerspruch 4 = 0. (1 Punkt)
Im zweiten Fall (x = y) erhalten wir mit der Kreisgleichung 22 + y* = 4

222 = 2y% =4 (1 Punkt)
und somit die Kandidaten
p1 = (V2,V2), pa = (—V2,-V2). (1 Punkt)

Wir berechnen f(p) = —2, f(p1) = 4+4v2, f(p2) = 4 —4v/2. Offenbar ist 4 —4/2 < 444+/2. Des
Weiteren gilt 4 — 4v/2 < —2 genau dann, wenn 3 — 2v/2 gilt. Aber 32 =9 > 8 = (21/2)2 und somit
ist 4 — 41/2 > —2. Also nimmt f bei py ein globales Minimum und bei p; ein globales Maximum
an. (2 Punkte.)

Alternative: Um die kritischen Punkte auf dem Rand zu finden, kann man diesen auch mit der
Kurve v : t— (2cost,2sint,0) parametrisieren. (3 Punkte) Wir betrachten also die Funktion

t € [0,27] = g(t) = f(y(t)) = 4cos®t + 4sin®t + 2(2cost + 2sint)
=4+ 4(cost +sint) (2 Punkte)
und berechnen
g'(t) = —4sint + 4 cost. (1 Punkt)

Die Losungen der Gleichung ¢'(t) = 0 sind gerade die Losungen der Gleichung tant = 1, welche
bei t = /4 und ¢t = 7 /4 + 7 liegen. Setzt man diese Winkel in v ein, so erhdlt man wie oben die
Punkte p1,p2. (2 Punkte)
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6. Implizit definierte Funktionen (4 Punkte)
Nehmen Sie an, dass y eine Funktion von z ist. Finden Sie ¢y’ = % fir
Y T 2.4
3 + i %y

Losung:

Wir multiplizieren beide Seiten mit 33x3:
yt 42t = 2%yl (0,5 Punkte)
Wir leiten beide Seiten der Gleichung ab und erhalten
D(y") + D(z*) = 2°D(y") + D(z°)y".
Verwende die Kettenregel fiir D(y*) und D(y")
43y’ + 4a® = 25 (TySy') + (5at)y", (1 Punkt)
sodass durch Auflésen nach 3’
day’ — Ta5ySy’ = baty” — 4a3. (1 Punkt)
Dies ldsst sich noch umformen zu

;L Saxty” — 423

7. Pfadintegral (3 Punkte)
Sei F das durch F(z,y) = (—=y'/2, (2y)?/®) gegebene Vektorfeld auf R?, und sei v : [0,1] — R? der Pfad
v(t) = (t2,t%). Berechnen Sie f,y Fdt.

Losung:

Das Pfadintegral ist durch
1
[ Far= [ w60
v 0
definiert. Es gilt F(y(t)) = (—t,t?) und ~/(t) = (2¢, 3t?), also

1 1
—2 -1
/th:/ ((ft,tQ),(2t,3t2)>dt:/ (—2t? + 3tYYdt = —— + st
. 0 0 3 5 15

Je 1 Punkt fiir die Definition des Pfadintegrals, fiir das Berechnen von F(y(t)) und v(t') und fir die
Lésung des Integrals.

8. Vektorfelder (7 Punkte)
Fiir welche Werte von A € R ist das Vektorfeld F : R? — R? definiert durch

F(z,y) = (Azexp(y), (y + 1+ 2%) exp(y))

konservativ? Bestimmen Sie fiir die Werte ein Potential von F.

Losung:

Wir wissen aus der Vorlesung, dass ein Vektorfeld auf einer einfach zusammenhéngenden Menge genau
dann konservativ ist, wenn es die Integrabilititsbedingung 9, Fy = 0, F erfiillt (1 Punkt). Da R? einfach
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zusammenhéngend ist, berechnen wir deshalb

Oy Iy (7, y) = exp(y)\z
0. F>(z,y) = 2exp(y)x

(je 0.5 Punkte) Die Integrabilitidtsbedingung ist daher genau dann erfillt, wenn A = 2 gilt (1 Punkt).
Um ein Potential zu finden, miissen wir eine Funktion f : R? — R? finden, so dass

Ouf(x,y) =2xexpy  Oyf(x,y) = (y+1+2°)exp(y)

gilt (je 0.5 Punkte). Aus der ersten Gleichung ergibt sich, dass f von der Form f(x,y) = 2% exp(y)+c(y)
sein muss mit einer zu bestimmenden Funktion ¢ : R — R (1 Punkt). Setzt man in die zweite Gleichung
ein, so erhilt man ¢'(y) = (y+ 1) exp(y), welche durch ¢(y) = yexp(y) gelost wird (1 Punkt). Daher ist

fz,y) = (2 4+ y) exp(y)

ein Potential fiir F', wenn A = 2 (1 Punkt).

9. Gewohnliche Differentialgleichungen (5 Punkte)
Berechne die Losung des Anfangswertproblems

v +y —6y=1,  y(0)=1y'(0)=0.

Losung:

Wir berechnen zuerst die homogene Lésung. Es ist 2%+ — 6 = (z — 2)(x + 3) (0,5 Punkte) und damit
Yhom = C1€** + Coe 37, (1 Punkt)

Fiir die partikuldre Lésung kénnen wir einfach raten und erhalten ypar, = —5. (0,5 Punkte) Die allge-

meine Losung der Differentialgleichung ist also durch

1
5

1
y(x) = Cre®® + Coe %" — 5 (0,5 Punkte)
gegeben. Mit dem Anfangswert gilt

1

y/(O) = 201 — 302 =0. (1 Punkt)

Aus der ersten Gleichung erhalten wir, dass Cy = é — C4 (0,5 Punkte) und somit gilt mit der zweiten
1 1
0=20, —38(; ~C1) =5C1 — 5 (1 Punkt)

und C; = 1—10. Weiter ist Cy = Die Losung des Anfangswertproblems ist also

L
15"

1, 1 . 1
— ey e (] Punkt
y(x) 0¢ +15e 5 (1 Punkt)
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