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1. Abbildungen (3 Punkte)
Es sei S1 = {(x, y) ∈ R2

∣∣x2 + y2 = 1} der Einheitskreis in R2 und f : [0, 1) → S1 die Abbildung definiert
durch f(t) = (cos (2πt), sin (2πt) für t ∈ [0, 1). Welche der folgenden Aussagen treffen zu?√

f ist stetig.√
f ist injektiv.√
f ist surjektiv.

© f hat eine stetige Umkehrabbildung f−1 : S1 → [0, 1).

Lösung:
f ist stetig, weil sie aus stetigen Funktionen aufgebaut ist.

f ist bijektiv (also auch injektiv)

Die Polarkoordinaten zeigen die Surjektivität (oder folgend aus der Bijektivität).

Die letzte Option ist falsch.
Da f bijektiv, ist f−1 : S1 → [0, 1) wohldefiniert und eindeutig bestimmt. Wir benötigen die Definition
der Stetigkeit: f−1 ist stetig wenn ∀xn ⊂ S1, mit limn→∞ xn = x ∈ S1 gilt lim

n→∞
f−1(xn) = f−1(x).

Um zu zeigen, dass f−1 nicht stetig ist, reicht es aus ein Gegenbeispiel zu finden:
Die Folge (xn)n in S1 gegeben durch xn = (cos (−2π/n), sin (−2π/n)) konvergiert für n → ∞ gegen
(1, 0) ∈ S1, das Bild unter f−1(xn) ist

f−1(xn) = 1− 1

n

n→∞→ 0

aber das Bild von f−1(x) ist
f−1(x) = f−1(1, 0) = 0 da 1 /∈ [0, 1)

d.h.
lim
n→∞

f−1(xn) 6= f−1(x).

Also ist f−1 nach Definition nicht stetig. 1 Punkt je richtiger Antwort.

2. Differentiation (6 Punkte)
(a) (3 Punkte) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen f : R3 → R an jedem

Punkt (x0, y0, z0) ∈ R3.
i. f(x, y, z) = 1

xy

ii. f(x, y, z) = ze
x
y

iii. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xyz

Lösung:
i. ∂xf(x, y, z) =

−1
x2y , ∂yf(x, y, z) = −1

xy2 und ∂zf(x, y, z) = 0

ii. ∂xf(x, y, z) =
z
y e

x
y , ∂yf(x, y, z) = −xz

y2 e
x
y und ∂zf(x, y, z) = e

x
y

iii. ∂xf(x, y, z) = 2x− 2yz, ∂yf(x, y, z) = 2y − 2xz und ∂zf(x, y, z) = 2z − 2xy

1 Punkt für jede richtig gelöste Teilaufgabe (0.5 Punkte wenn nur 2 Ableitungen richtig sind).

(b) (3 Punkte) Sei f : R2 → R2 die durch f(x, y) = (sin(x), sin(y)) gegebene Funktion. Berechnen Sie

Df(x0)(v)

für den Punkt x0 = (0, 0) und den Vektor v = (12, 11).

Lösung:
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Die Jacobi-Matrix von f am Punkt (x, y) ist(
cos(x) 0

0 cos(y)

)
und also ist die Ableitung von f am Punkt (0, 0) durch die Matrix(

cos(x) 0
0 cos(y)

)
=

(
1 0
0 1

)
gegeben. Man erhält

Df(x0)(v) =

(
1 0
0 1

)
=

(
12
11

)
1 Punkt für richtigen Ansatz (Jacobi-Matrix ausrechnen), 1 Punkt für korrekte Jacobische, allge-
mein oder bei (0, 0), 1 Punkt für korrekte Antwort.

3. Stetigkeit (2 Punkte)
Sei f : R2 → R

f(x, y) =

{
sin(x2+y2)

x2+y2 (x, y) 6= 0

1 (x, y) = 0

Ist f an der Stelle (x, y) = 0 stetig? Begründen Sie.

Lösung:
Ist nicht stetig: Für x 6= 0 ist f eine Verkettung stetiger Funktionen, aber nach dem Satz von l’Hospital
gelten 1 Punkt für l’Hospital.

f(x, 0) → 1 für x → 0

f(0, y) → 1 für y → 0

Die Funktion ist stetig in (0, 0). Je 0,5 Punkte für die Ableitungen.

4. Taylorentwicklung (4 Punkte)
Berechnen Sie das Taylorpolynom vom Grad 2 von f : R2 → R

f(x, y) =
1

xy

an der Stelle a = (1, 2).

Lösung:
Die partiellen Ableitungen sind gegeben durch

∂xf =
−1

x2y
∂yf =

−1

xy2

∂2
xf =

2

x3y
∂x∂yf = ∂y∂xf =

1

x2y2
∂2
yf =

2

xy3

1 Punkt für die Ableitungen.
Damit folgt für die Taylorreihe an der Stelle a

T (x, y) = f(a) + df(a)

(
x
y

)
+

1

2
(x, y)Hf (a)

(
x
y

)
=

1

2
+

(
−1

2
,
−1

4

)(
x
y

)
+

1

2
(x, y)

(
1 1

4
1
4

1
4

)(
x
y

)
=

1

2
− 1

2
x− 1

4
y +

1

2
x2 +

1

4
xy +

1

8
y2

1 Punkt für allgemeines Taylorpolynom, 1 Punkt fürs Einsetzen und ein Punkt fr̈ das richtige Ergebnis.
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5. Extremalstellen (11 Punkte)
Berechnen Sie die Minima und Maxima der Funktion

f : (x, y) ∈ R2 7→ x2 + y2 + 2x+ 2y

auf dem abgeschlossenen Ball B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4}.
(a) (2 Punkte) Berechnen Sie die Extrema zuerst für das Innere des Balls.
(b) (9 Punkte) Berechnen Sie dann die Extrema für den Rand.

Lösung:
(a) Wir berechnen zuerst die kritischen Punkte von f im Inneren von B. Es gilt für alle Punkte

p = (x, y) ∈ B◦

Dpf = (∂1f(p), ∂2f(p)) = (2x+ 2, 2y + 2). (1 Punkt)

Der Punkt p ist also genau dann ein kritischer Punkt von f , wenn

2x+ 2 = 2y + 2 = 0

oder anders ausgedrückt, wenn p = (−1,−1). (1 Punkt)

(b) Für die kritischen Punkte von f auf dem Rand von B verwenden wir die Methode der Lagrange-
Multiplikatoren und betrachten also die kritischen Punkte der Funktion (1 Punkt)

L(x, y, λ) = x2 + y2 + 2x+ 2y − λ(x2 + y2 − 4). (1 Punkt)

Die Bedingung ∂λL(x, y, λ) = 0 besagt gerade, dass x2 + y2 = 4. Die anderen sind

2x+ 2 = 2xλ, 2y + 2 = 2yλ. (1 Punkt)

Nach Substraktion respektive Addition dieser beiden Gleichungen ist ein äquivalentes Gleichungs-
system durch

2(x− y) = 2(x− y)λ,

2(x+ y) + 4 = 2(x+ y)λ (1 Punkt)

gegeben. Nach der ersten Zeile ist also λ = 1 oder x = y. Sind wir im ersten Fall, so gilt nach der
zweiten Zeile der Widerspruch 4 = 0. (1 Punkt)
Im zweiten Fall (x = y) erhalten wir mit der Kreisgleichung x2 + y2 = 4

2x2 = 2y2 = 4 (1 Punkt)

und somit die Kandidaten

p1 = (
√
2,
√
2), p2 = (−

√
2,−

√
2). (1 Punkt)

Wir berechnen f(p) = −2, f(p1) = 4+4
√
2, f(p2) = 4−4

√
2. Offenbar ist 4−4

√
2 < 4+4

√
2. Des

Weiteren gilt 4− 4
√
2 < −2 genau dann, wenn 3− 2

√
2 gilt. Aber 32 = 9 > 8 = (2

√
2)2 und somit

ist 4 − 4
√
2 > −2. Also nimmt f bei p2 ein globales Minimum und bei p1 ein globales Maximum

an. (2 Punkte.)

Alternative: Um die kritischen Punkte auf dem Rand zu finden, kann man diesen auch mit der
Kurve γ : t 7→ (2 cos t, 2 sin t, 0) parametrisieren. (3 Punkte) Wir betrachten also die Funktion

t ∈ [0, 2π] 7→ g(t) = f(γ(t)) = 4 cos2 t+ 4 sin2 t+ 2(2 cos t+ 2 sin t)

= 4 + 4(cos t+ sin t) (2 Punkte)

und berechnen
g′(t) = −4 sin t+ 4 cos t. (1 Punkt)

Die Lösungen der Gleichung g′(t) = 0 sind gerade die Lösungen der Gleichung tan t = 1, welche
bei t = π/4 und t = π/4 + π liegen. Setzt man diese Winkel in γ ein, so erhält man wie oben die
Punkte p1, p2. (2 Punkte)
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6. Implizit definierte Funktionen (4 Punkte)
Nehmen Sie an, dass y eine Funktion von x ist. Finden Sie y′ = dy

dx für

y

x3
+

x

y3
= x2y4.

Lösung:
Wir multiplizieren beide Seiten mit y3x3:

y4 + x4 = x5y7. (0 , 5 Punkte)

Wir leiten beide Seiten der Gleichung ab und erhalten

D(y4) +D(x4) = x5D(y7) +D(x5)y7.

Verwende die Kettenregel für D(y4) und D(y7)

4y3y′ + 4x3 = x5(7y6y′) + (5x4)y7, (1 Punkt)

sodass durch Auflösen nach y′

4y3y′ − 7x5y6y′ = 5x4y7 − 4x3. (1 Punkt)

Dies lässt sich noch umformen zu

y′ =
5x4y7 − 4x3

4y3 − 7x5y6
. (0 , 5 Punkte)

7. Pfadintegral (3 Punkte)
Sei F das durch F (x, y) = (−y1/3, (xy)2/5) gegebene Vektorfeld auf R2, und sei γ : [0, 1] → R2 der Pfad
γ(t) = (t2, t3). Berechnen Sie

∫
γ
Fdt.

Lösung:
Das Pfadintegral ist durch ∫

γ

Fdt =

∫ 1

0

〈F (γ(t), γ′(t)〉dt

definiert. Es gilt F (γ(t)) = (−t, t2) und γ′(t) = (2t, 3t2), also∫
γ

Fdt =

∫ 1

0

〈(−t, t2), (2t, 3t2)〉dt =
∫ 1

0

(−2t2 + 3t4)dt = −−2

3
+

3

5
=

−1

15

Je 1 Punkt für die Definition des Pfadintegrals, für das Berechnen von F (γ(t)) und γ(t′) und für die
Lösung des Integrals.

8. Vektorfelder (7 Punkte)
Für welche Werte von λ ∈ R ist das Vektorfeld F : R2 → R2 definiert durch

F (x, y) = (λx exp(y), (y + 1 + x2) exp(y))

konservativ? Bestimmen Sie für die Werte ein Potential von F.

Lösung:
Wir wissen aus der Vorlesung, dass ein Vektorfeld auf einer einfach zusammenhängenden Menge genau
dann konservativ ist, wenn es die Integrabilitätsbedingung ∂yF1 = ∂xF2 erfüllt (1 Punkt). Da R2 einfach
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zusammenhängend ist, berechnen wir deshalb

∂yF1(x, y) = exp(y)λx

∂xF2(x, y) = 2 exp(y)x

(je 0.5 Punkte) Die Integrabilitätsbedingung ist daher genau dann erfüllt, wenn λ = 2 gilt (1 Punkt).
Um ein Potential zu finden, müssen wir eine Funktion f : R2 → R2 finden, so dass

∂xf(x, y) = 2x exp y ∂yf(x, y) = (y + 1 + x2) exp(y)

gilt (je 0.5 Punkte). Aus der ersten Gleichung ergibt sich, dass f von der Form f(x, y) = x2 exp(y)+c(y)
sein muss mit einer zu bestimmenden Funktion c : R → R (1 Punkt). Setzt man in die zweite Gleichung
ein, so erhält man c′(y) = (y+1) exp(y), welche durch c(y) = y exp(y) gelöst wird (1 Punkt). Daher ist

f(x, y) = (x2 + y) exp(y)

ein Potential für F , wenn λ = 2 (1 Punkt).

9. Gewöhnliche Differentialgleichungen (5 Punkte)
Berechne die Lösung des Anfangswertproblems

y′′ + y′ − 6y = 1, y(0) = y′(0) = 0.

Lösung:
Wir berechnen zuerst die homogene Lösung. Es ist x2 + x− 6 = (x− 2)(x+3) (0,5 Punkte) und damit

yhom = C1e
2x + C2e

−3x. (1 Punkt)

Für die partikuläre Lösung können wir einfach raten und erhalten ypart = − 1
6 . (0,5 Punkte) Die allge-

meine Lösung der Differentialgleichung ist also durch

y(x) = C1e
2x + C2e

−3x − 1

6
(0 , 5 Punkte)

gegeben. Mit dem Anfangswert gilt

y(0) = C1 + C2 −
1

6
= 0

y′(0) = 2C1 − 3C2 = 0. (1 Punkt)

Aus der ersten Gleichung erhalten wir, dass C2 = 1
6 − C1 (0,5 Punkte) und somit gilt mit der zweiten

0 = 2C1 − 3(
1

6
− C1) = 5C1 −

1

2
(1 Punkt)

und C1 = 1
10 . Weiter ist C2 = 1

15 . Die Lösung des Anfangswertproblems ist also

y(x) =
1

10
e2x +

1

15
e−3x − 1

6
. (1 Punkt)
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