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Aufgabe 1 Beispiel O

Klassifiziere die folgenden Differentialgleichungen in Bezug auf Linearitdt, Homogenitét, ihre Ordnung und
ihren Grad:

(a) (fﬂ +y) =3,

(b

) &4
(c) 2 dt? + 9 = 25+ scost
)

(d (d'c3)2 y2

+y—x

Losung:

(a) Nicht-lineare, inhomogene DGL erster Ordnung und ersten Grades.
(b) Lineare, inhomogene DGL zweiter Ordnung und ersten Grades.

(c¢) Lineare, homogene DGL zweiter Ordnung und ersten Grades.
)

(d) Nicht-lineare, homogene (und autonome) DGL dritter Ordnung und zweiten Grades.

Aufgabe 2 O

Nutze die Methode der Separation der Variablen, um eine Funktion y zu finden, die d—y = 41/%3 16st.

Losung:
Zuerst arrangieren wir die Gleichung, sodass alle & auf der einen Seite und alle y auf der anderen Seite
zu finden sind. Dazu multiplizieren wir beide Seiten mit y?:

yidy = 423dx

Jetzt konnen wir beide Seiten integrieren; die linke Seite nach y und die rechte nach x:

/yZdy: /4:03dx

1. 4t

Sp="4C
3V =1t
y3:3x4+cl

mit der Konstante C' = 3C.

Aufgabe 3 o
Nutze die Methode der Separation der Variablen, um eine Funktion y zu finden, die j—g = “n(_y# 16st.
Losung:

Zuerst arrangieren wir die Gleichung so um, dass alle x auf der einen Seite und alle y auf der anderen
Seite zu finden sind. Dazu multiplizieren wir beide Seiten mit y2:

yidy = (sin (—x) + e**)dx




Jetzt konnen wir beide Seiten integrieren; die linke Seite nach y und die rechte nach x:
2 _ : 4x
/y dy = /(sm (—z) 4+ e**)dx

/dey: /sin (—a:)d:r—i—/e“dx

13*COS(* )+£+C’
3¥ Yy
342 / %
y=1|;¢ +3cos(z)+C

mit der Konstante C' = 3C.

Aufgabe 4 Lennard-Jones Potential
Die Kraft zwischen zwei Teilchen kann abgebildet werden durch die Funktion

P ()" ()]

Fiir das Potential U einer Kraft F' gilt F = —%U . Berechne das Potential zwischen zwei Teilchen fiir den
Fall, dass bei r = q¢ fiir das Potential U = —¢ gilt.

Losung:

Wir 1ésen das Problem wieder durch Separation der Variablen. Also:

A O

d U— & [a137ﬁ13 7 77}

— gV = o [ —alr
12
f/dU: /7E [ad3r=1% — aTr 7]
ao
12¢ a3 al
U == (22012 70,6 C
a0 < 2" T )T

U= E(a(l)zrfu — 2a8r76) +C
Um C zu finden, substituieren wir r = a9 und U = —¢
—e = e(ag?ag? — 2a8ag®) + C
—e=e(1-2)+C
0=0C
Einsetzen in unsere Gleichung liefert also U = e(aj2r~1? — 2a5r~9).

Das obige Potential ist das sogenannte Lennard-Jones 6-12 Potential. ag ist der Gleichgewichtsabstand
und ¢ die Energie, die benétigt wird, um ein Teilchen ins Unendliche zu bewegen.

Aufgabe 5
Loése die DGL zweiter Ordnung
?y | dy 2
S At oy =7
dx? + dx Ty =te

Losung:

Wir 16sen die zugehorige homogene Gleichung: Die Hilfsgleichung ist

m2+4m+4=0.
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Das kann man faktorisieren zu (m + 2)? = 0. Deshalb ist die zugehorige homogene Losung
yor = e *"(A + Bx).

Fiir die partikulire Losung wiirden wir normalerweise die Versuchsfunktion Ce~2? verwenden. Aber da
f(x) proportional zum ersten Term der homogenen Losung ist, miissen wir mit & multiplizieren:

Cre 2,

Das ist aber proportional zum zweiten Term der homogenen Funktion, also miissen wir ein weiteres
Mal mit & multiplizieren:

Cer—Qx
ypr = Cz’e "
d
(yPI) — QCxe—Qx _ 2Cx26—2x
dx
d2
c(lygl) =2Cxe * — 4Cxe™* — 4Cxe " + 402%™ %"
x

Einsetzen in die Originalgleichung ergibt:

20ze™ % — 8Cxze™* +4Cx%e %" + 4(2Cxe %" — 2Cx%e™2") 4 402%™ = Te ™"
20e™2" = Te ™2

—20=7
7
C=
2
7 —2x
yp]=§$26 2 .

Damit ergibt sich die Losung:
. 7 .
y=e **(A+ Bx)+ §$2€_2L.

Aufgabe 6 Oszillator
Die Bewegung eines geddmpften, getriebenen Oszillators kann beschrieben werden durch
d?o do

) + ba = Acos (wt),

wobei 0 der Auslenkungswinkel des Pendels aus der Gleichgewichtslage, ¢ die Zeit, w die Kreisfrequenz und
A und b Konstanten sind. Finde die allgemeine Losung dieser DGL.

Losung:

Wir 16sen die zugehorige homogene Gleichung;:
m? +bm = 0.
Ausklammern ergibt m(m + b) = 0. Also ist m = 0 oder m = —b. Daher ist die homogene Losung:
Ocr = Ae® + Be P = A + Be .
Fiir die partikuldre Losung nutzen wir die Versuchsfunktion C cos (wt) 4+ D sin (wt).

Opr = C cos (wt) + D sin (wt)

d(flztﬁf) = —Cwsin (wt) + Dw cos (wt)
2
d EZZ;DI) = —Cw? cos (wt) — Dw? sin (wt).
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Einsetzen in die Originalgleichung liefert:
—Cw? cos (wt) — Dw?sin (wt) + b(—Cwsin (wt) + Dw cos (wt)) = Acos (wt).
Wir miissen die Koeffizienten von Sinus und Kosinus gleichsetzen:
—Cw? 4+ bDw = A
—Dw? —Cbw =0
A
¢= b2 — w?
Ab
D =
w(b? — w?)
Damit ist die Losung:
6 =A+ Be " cos (wt) + Ab sin (wt)
b2 2 w(b? 2) :
Aufgabe 7 wlwlwl

(a) Verwende die Substitution v = u/t zur Bestimmung der maximalen Losung des Anfangwertproblems

2/ (t) — tu(t) —u?(t) =t2,
u(1) =1

(b) Bestimme durch Separation der Variablen die maximale Losung des Anfangwertproblems

u'(t) + e =1,
u(0) = log(2).

Losung:

(a) Wir leiten die Substitutionsgleichung v = u/t mit der Quotientenregel nach ¢ ab. So erhalten wir
unter Verwendung der Differentialgleichung fir v und der Identitdt v = tv die Differentialgleichung

Coti—u ta—tu 2 4u 24t 1402
v = = = = =

2 13 t3 3 t

fiir v. Durch Separation der Variablen erhalten wir unter Beachtung der Anfangsbedingungen

v(1) = u(1)/1 =1
v(t) 1 t 1

[0 e [
’L)(l) 1 + v 1 t

<= arctan (v(t)) — arctan (1) = log ||
< v(t) = tan(log |t| + 7/4),

also nach Riicksubstitution
u(t) = tan (log|t| + 7/4).

Diese Losung strebt fiir t 7 e™/* gegen oo und fiir ¢ \, e~37/4

des Anfangswertproblems ist daher gegeben durch

gegen —oo. Die maximale Losung

w: (e73™/% ™M) SR, t s ttan (log(t) + 7/4).
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(b) Durch Separation der Variablen und die Substitution v = e* erhalten wir

u(t) 1 t
/ udu = / 1dt
u(0) l—e 0

’U(t) 1
< / e e—— d']_} = t
2 v(l—v)
———
=1/v+1/(1 —v)

- ”(Z)(t) ‘ —log(2) =t
’ =0 ‘ =2

< log

Aufgrund des Startwerts v(0) = 2 ist die linke Seite gleich v(t)/(v(t) — 1). Auflésen nach v(t) und
Riicksubstitution ergibt dann

2¢et
vt) = 51

2et
2et — 1

<= u(t) =log ( ) =t —log(2e" — 1) + log(2).

Diese Losung strebt fiir ¢ N\ log(1/2) = —log(2) gegen co. Die maximale Losung des Anfangswert-
problems ist daher gegeben durch

u: (—log(2),00) = R, t >t —log(2e" — 1) + log(2).

Aufgabe 8 e
Zeige, dass
exp (A + B) = exp (4) + exp (B)

fiir alle kommutierenden Matrizen A, B € Mat,(R), d. h. A- B = B - A, gilt. Folgere, dass das Bild des
Matrixexponentials exp in der Teilmenge GL, (R) C Mat, (R) der invertierbaren Matrizen liegt.

Losung:

Wir bemerken, dass die Exponentialreihe absolut konvergiert, und wir deshalb die Glieder umordnen
diirfen. Damit erhalten wir

exp (A) - exp (B) = (Z kl'Ak> . (Z kl!Bk>

k=0 k=0
oo n 1
) S
n=0 k=0 (n — k)!k!
_ — 1 S n k n—k
S (g )as
n—=0 k=0
1
:ZE(A—FB)":eXp(A—i—B),
n=0 "

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass A und B kommutieren.
Da A mit —A kommutiert, erhalten wir insbesondere

1, =exp(0) =exp(A+ (—A)) =exp(A4) - exp (—A).

Das zeigt, dass das Bild vom Matrixexponentials exp aus invertierbaren Matrizen besteht.

Aufgabe 9 wlwlwl
Sei A € Maty(R). Wir betrachten die Differentialgleichung

u'(t) = A-u(t).
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Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

a) Die Matrix A ist nilpotent.
b) Jede Losung u der DGL ist ein Polynom.
c¢) Es gibt d linear unabhéngige polynomiale Losungen der DGL.

Losung:

Wir zeigen ¢) =b) =>a) = c).

¢) = b): Offensichtlich.

b) = a): Wie wir wissen, ist jede Losung der DGL von der Form

— 1
u(t) = exp (At) - uozzk—
k=0

mit ug € R?. Diese ist nur dann ein Polynom, wenn es ein [ € N gibt, sodass A*uy = 0 fiir alle k& > 1.
Sei nun I; € N, sodass A¥e; = 0 fiir alle k > I;, i = 1,...d. Fiir | = max{ly,...,1q} gilt dann, A* = 0 fiir
alle k£ > [. Somit ist A nilpotent.

a)= c): Da A nilpotent ist, gibt es ein [ € N, sodass A* = 0 fiir alle k£ > I. Die Abbildungen u; : R — R?

l
1
= (At)e; = — i =1,...,d
() eXp kgk ? s ey Uy

sind dann polynomiale Losungen der DGL geméfl Vorlesung. Diese sind linear unabhéingig, da auch
€i, ..., €q linear unabhéngig sind.

Aufgabe 10
Sei A € Maty(R). Wir betrachten die Differentialgleichung

(t)=A-x(t).

Finde das Matrixexponential e4?, das die DGL 16st fiir die folgenden Matrizen A.

Losung:
(a) Wenn wir die d (hier zwei) linear unabhingigen Eigenvektoren vy, ..., d einer d-dimensionalen Ma-

trix kennen, kénnen wir die Koordinatentransformation

d
y%x:Px:Zijj mit P = [v1]...|v4]
j=1

definieren. A verhalt sich unter dieser Transformation so:

A - 0
AP = [Avy|...|Avg) = [Mv1]...|[Aqva) = P = AN = P AP =A.
0 - g
Damit kénnen wir die DGL schreiben als
dx dy d(P7lz) 1dz . 1
—=A =L =P~ =P Az =P "APy=A
a T w dt @t v y=Aay
woraus folgt, dass
p eMt 0
=A== v
0 e)\dt
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Nach der Riicktransformation ergibt sich

et L. 0
z(t) = Py(t) =P P~ lzg = ey,

0 co. erat

Wir berechnen zuerst das charakteristische Polynom det(A — 1)) = (A — 3)(A + 2) = 0. Also sind
die Eigenwerte A\; = 3 und Ay = —2 und wir berechnen die Eigenvektoren:

(A—31), =0 <41 _11>($;>=<8);‘“1:(1>
(A+20)uy =0 (i 1)(322)=(8);‘v2=(14)

Da v; und vy linear unabhéngig sind, definiert

Pt = (7 )

eine Koordinatentransformation und es gilt

41
_ E Z 3 0
1_ 5 _
() w0 h)
Also
At _ patp—1_ [ 1 1 et 0 53
¢ =Pl _<1 4 0 e2 J\ 1 1
403t 4 1o=2t 1.3t 1,-2
_ 5 5
—(geat_gezt %63t+%672t )

Wir bestimmen die Eigenwerte und -vektoren: det(A — A1) = A2 +1=0= \; =i, A = —i,

(A—il)y, =0 < (f _1)(51”:(8)?“1:(;)
(A+il)uy =0 < <i _il)(zz:;>=<8>:'“2:<i1>'
Daher

o L1 i1 0
P:[U1|U2}:<i _l1>7 P1=2(_§ _1> und A:(é —i)

und somit
. . 1 it .
At _ pAtp-1 _ [ v 1 5€ 0 —i 1
erer= (0 ) (N 85
_( cost —sint
~ \ sint cost ’

wobei wir die Eulersche Formel e

verwendet haben.

= costtisint, also 2cost = e +e~* und 2sint = —iet +ie %

Aufgabe 11
Lose das Anfangswertproblem

y =2y +sinz, y(0) = =.
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Losung:
Die allgemeine Losung ist y, = e2*. Fiir die partikulire Losung kann man entweder nach Variation der

Konstanten das Integral [ sin re~2*dz berechnen oder den Ansatz y, = A sinz + Ay cosz withlen. Mit
dem Ansatz ergibt sich

y; = Ajcosz — Aysinxe = 2A;sinz + 245 cosx + sinx

und damit die Gleichungen A; = 245 und —As = 24, + 1. Es ist somit A; = —% und A, = —%. Die
Loésung der DGL ist also von der Form

2 1
y(x) = Ce™** — E sinz — 5 COST

- T

fir C € R. Mit dem Anfangswert ergibt sich C' = % + 10+

=
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