Ferienkurs Analysis 2 Technische Universitat Miinchen

SoSe 2019 P.Krause, K. Schweizer
Ubungsblatt 3 25.09.2019
Aufgabe 1 =

Sei f : R® — R3 das Vektorfeld f(z,y,2) = (—ay,22,2%) und v : [0,1] — R?® der Weg ~(t) =
(cosh(t), sinh(¢),1). Berechne den Wert des Wegintegrals

Lfds.

Losung:

Nach Definition des Wegintegrals gilt
1 1
/ fds = / (f(~v(t),4(t))dt = / (— cosh(t) sinh?(t) 4 cosh®(t))dt
¥ 0 0
was sich unter der Verwendung von cosh?(t) — sinh®(t) = 1 vereinfacht zu

/1 cosh(t)dt = sinh(1).

0

Aufgabe 2 O
Es sei f : R? — R die Funktion f(x,y) = x +y. Was ist der Wert des Wegintegrals f7 fds von f iiber den

Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten (0,0), (0,1) und (1,0)?

Losung:

/fds:1+\/§
,

Aufgabe 3 O
Sei das Vektorfeld F : R? — R? und der Weg ~ : [0, 1] — R? gegeben durch

(a)
Pl = (oo i) 0= (5 )
: P = (M) 2w = ()

T

Was ist der Wert des Wegintegrals fv Fdt von F entlang 7

Losung:

(a) 2+

(b) log(2)? +1

Aufgabe 4 ]
Eine Schlaufe in einer offenen Teilmenge U C R™ ist ein Weg v : [0, 1] — U mit v(0) = «(1). Zeige, dass ein
stetiges Vektorfeld F' : U — R"™ genau dann konservativ ist, wenn fiir jede stiickweise stetig differenzierbare

Schlaufe v in U
/ Fdt=0
gl



gilt.

Losung:

Nach Definition ist ein stetiges Vektorfeld F' : U — R genau dann konservativ, wenn

/th:/th
v n

fiir alle stiickweise stetig differenzierbaren Wege «y, 7 : [0,1] — U mit v(0) = 1(0) und (1) = n(1).

Sei nun v : [0,1] — U eine Schlaufe. Dann sind Wege 71,72 : [0,1] — U gegeben durch v (t) = (%
und Y2 (t) = v(1 — §) zwei stetig differenzierbare Wege mit 71(0) = v(0) = v(1) = 72(0) und (1) =
7(3) = 72(1). Daher gilt

1

3 1
[ Fit= [Cra@ e [ Pao.a o)

:/ th—/ Fdt =0
71 2

Umgekehrt gelte fv Fdt = 0 fiir alle Schlaufen « : [0,1] — U. Seien v,7n : [0,1] — U zwei stiickweise

stetig differenzierbare Wege mit (0) = 7(0) und (1) = n(1). Durchlduft man zuerst v und dann 7
riickwérts so erhélt man eine Schlaufe 7. Formaler setzt man

Dann gilt

wie erwiinscht.

Aufgabe 5
Welche der folgenden Vektorfelder sind konservativ? Begriinde deine Antwort.

@ fi B (o) (4

T

) f2: R\ {0,0)) » B () o> (77
x24y?
—y
(¢) f3:R2\{(0,0)} = R? (z,y) = (IQ?{?ﬁ)
z24y2
(d) f1:R2 R (2,y) > —sin(z) sin(y)
4 T cos(x) cos(y)
Losung:
(a) f1 erfullt nicht die Integrabilitdtsbedingungen. Nicht konservativ

(b)

()

Ein Potential f5 ist gegeben durch Fy(z,y) = log(\/2? + y?) Nun verwende Satz iiber Stamm-
funktionen. Ist konservativ

Die partiellen Ableitungen sind
22 g y?
(22 + y2)°

womit die die Integrabilitdtsbedingungen auf ganz R? \ {(0,0)} eriillt wiiren. Dennoch ist f3 nicht
konservativ. Sei v : [0,27] — R2\ {(0,0)} die stetige differenzierbare Schlaufe (der geschlossene

Weg) definiert durch
cos(t)
() = (sin(t))

a2 4y

O1f3(z,y) = m

82](.3(3:7 y) =

wlw



fir ¢t € [0, 27], die einmal im Gegenuhrzeigersinn um den Einheitskreis lauft. Dann ist

Jris= [0) ()=

obwohl v ein geschlossener Weg ist mit v(0) = y(27) = (é) Nicht konservativ

(d) f4 erfiillt die Integrabilitatsbedingungen und hat sternférmigen Definitionsbereich. Nun verwende
Satz iiber Integrabilitdtsbedingungen auf sternférmigen Gebieten. Ist konservativ

Aufgabe 6

Sei U = {(z,y,2) € R*| |z| < 3} CR* und F : U — R? das Vektorfeld gegeben durch
y + ytan?(z) + cos(z)
Fle,y,2) = tan(z)

—xsin(z)

Ist F konservativ? Falls ja, gib ein Potential von F' an.

Losung:

Die Jacobimatrix von F' ist gegeben durch

2y sec?(z) tan(x) sec?(x) —sin(z)
DF(z,y,2) = secQ((x)) 0 0 "
—sin(z 0 —x cos(z

Da diese symmetrisch ist, erfiillt F' die Integrabilitdtsbedingung. Weil U einfach zusammenhéngend ist,
besitzt F' ein Potential.

Integriert man die erste Koordinate nach x, so erhilt ,am f(z,y,2) = ytan(x) 4+  cos(z).

Man iiberpriife, dass 7 f = F' gilt.

Aufgabe 7

Sind die folgenden Vektorfelder konservativ? Wenn ja, gib das Potential an.

@ e = (%)

3y
322y
(b) flz,y,2)= |2 +1
922
2xy
(©) fl@,y,2) = | z+2°
Y
@ e = ()
(€ flzy,2)=| =
y—1
zcos(zz) +y
() f(z,y,2) = x
x cos(xz)
Y
(8) flz,y,2) = | x2
zy

3
) S = (55" 5,)
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() f,y) = (xsip@) )

ysin(x)

G) floy) = (”““”J 1)
2
Losung:
(a) Nein.
(b) Ja. F(z,y,2) =y + 23y + 322+ C
(c) Ja. F(z,y,2) = 2%y +yz + C
(d) Nein
(e) Nein.
(f) Ja. F(z,y,2) = zy +sin(xz) + C
(g) Ja. F(x,y,2) =ayz+ C
(h) Ja. F(z,y) =x + 2293 —y* + C
(i) Nein.
() Ja. Fz,y) =+ 2500 4 ¢

Aufgabe 8
Berechne die Divergenz der folgenden Vektorfelder.

(d) f(:c,y,z) = 22)

477;
(0) f(z,y,2) = snf(y))

() fz,y,2) = hl(xy))

Losung:

Die Divergenz ist allgemein gegeben durch

v'f(xl”"x")zza@fi

i=1

Damit ergeben sich folgende Resultate:

(a) Vf(z,y) =2
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(e) vf(xayv Z) = —8ny73 + COS(y)
(f) Vf(x7y7 Z) =e* + % =+ xyea:yz

Aufgabe 9

Berechne die Rotation der folgenden Vektorfelder.
T

(a) f(xvyvz) = -y
z
y?

(b) f(z,y,2) = [ zy
—z

(c) f(z,y,2) = \/ﬁ Y
z

(d) f(a:,y,z) =12z

Losung:

Die Rotation fiir ein Vektorfeld f : R? — R3 ist gegeben durch

Ofs _ 9f2
ol of
vxf(xayvz): TI_TS
afs _ 0fi
O Oy

Damit ergeben sich folgende Resultate:

(a) v x f(,y,2) =0

0

(b) v x flz,y,2) = 0

y—3y°
(c) v x flz,y,2)=0

-3
(d) vx flz,y,2)=1 0

0

Aufgabe 10

Es sei M die 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit
M = {(z,y) € R?*|z* 4+ zy + 2% = 4}

von R2. Der Tangentialraum von M im Punkt p = (1,1) € M ist gegeben durch T,M = {p} x Ruv fiir den
Vektor

o)

(1)
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Losung:
GeméB dem Satz iiber die Charakterisierung von T, M und N,M aus der Vorlesung, ist der Tangential-
raum T, M genau {p} x ker D, F fiir die Abbildung F(z,y) = z* + xy + 2y*> — 4. Wegen D,F = (5 5)

ist dieser Kern gegeben duch R (11

Aufgabe 11 e
Gegeben sei die Teilmannigfaltigkeit
M{(x,y,2) €R3z? +4? + 22 = 1,2 +y =0}

Bestimme eine Basis fiir den Tangentialraum T, M bei p = L.(1,-1,1). Bestimme zudem eine Basis des

V3
Raums der Normalvektoren (7,M)+ an M bei p.

Losung:
Die Teilmannigfaltigkeit M ist gegeben als Niveaumenge der Funktion F : R? — R2 gegeben durch
F(z,y,2) = (2* + > + 2 = Lo +y)

In der Tat gilt M = F~1(0,0), und es lisst sich verifizieren, dass DF (z,y) fiir alle (z,y) € M surjektiv
ist. Daher wissen wir, dass T, M = ker DF(p) gilt. Wir berechnen daher

20 2y 2z
preya = (3 % F)

so dass am Punkt p = %(1, —1,1) gilt

-2 2
DF =(v3 V3 3
(x? y7 Z) ( 1 1 0
Mit Methoden der linearen Algebra ldsst sich nun zeigen, dass eine Basis von ker DF(p) durch den
Vektor

—1

=55k

gegeben ist. Der Raum aller Normalenvektoren (7,M)* ist nun gerade durch alle Vektoren v € R3
gegeben, sodass 0 = (w,v) = wlv gilt, d.h. (T,M)+ = ker(w!) Wie zuvor kann man nun mittels

linearer Algebra eine Basis des Kerns ker(w') zu
1 1
i e
wo = f w3 = ?
V3
bestimmen.
Aufgabe 12

Sei n € N. Zeige, dass die n-dimensionalen Teilmannigfaltigkeiten von R™ genau die offenen Teilmengen &0
von R™, und die nulldimensionalen Teilmannigfaltigkeiten von R™ genau die diskreten Teilmengen von R™
sind.

Bemerkung: Eine Teilmenge M C R"™ heifit diskret, falls zu jedem Punkt p € M ein € > 0 existiert mit
M N Be(p) = {p}.
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Losung:

Sei zunéchst M C R™ eine offene Teilmenge. Dann erfiillt fiir jeden Punkt p € M die Identitéatsabbil-
dung ¢, = id : M — M die Definition einer n-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit von R™. Sei nun M als
n-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™ vorausgesetzt und p € M. Wihle einen Diffeomorphismus
¢p : Up — V,, wie in der Definition einer Teilmannigfaltigkeit. Konkret bedeutet dies in dieser Situation,
dass U, eine offene Umgebung von p ist mit ¢, (U, N M) = V,,. Aus der Bijektivitédt von ¢, folgt hieraus
direkt U, C M. Somit ist M offen in R™.

Als néchstes sei M C R™ eine diskrete Teilmenge und p € M. Dann gibt es ein € > 0 mit M N
Be(p) = {p}. Wir setzen U, := B(p), V},, := B(0) und definieren ¢, : U, — V,, durch ¢,(z) = = —p.
Dann ist ¢, ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen von R™ und es gilt nach Konstruktion
op(Up, N M) = ¢,({p}) = {0}. Dies zeigt, dass M eine nulldimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™ ist.
Sei nun M eine nulldimensionale Teilmannigfaltigkeit und p € M. Dann gibt es nach Definition eine
offene Umgebung U,, von p, eine offene Teilmenge V,, von R™ und einen Diffeomorphismus ¢, : U, =V},
mit ¢, (U, N M) = {0}. Aufgrund der Bijektivitdt von p besteht U, N M also aus genau einem Punkt.
Da p sicherlich in diesem Schnitt enthalten ist, muss U, N M = {p} gelten. Es bleibt ¢ > 0 so zu
wahlen, dass Be(p) C U, gilt (was moglich ist aufgrund der Offenheit von Up,). Damit ist M als diskret
nachgewiesen.
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