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Losungsblatt 4

1 Bestimmte Integrale

Bestimmen Sie den Wert des bestimmten Integrals
(a) fol 23 4 222 — e®dx

(b) fol In(e” 4 e*)dx

(©) [ (@ +22)Va? + 1de

(d) f027r 22 cos(z)dx

Loésung

(a) Man bestimmt
L, 2, 'oa3
/m+2x —ezdx:[—kx —em] =——ce
0 0
(b) Man bestimmt

/01 In(e® 4 €*)dx = /01 In(e”) +In(2)dw = [9622 * ln(2)x}: - % e

(c) Mit der Substitution u(z) = 22 + 1 und dx = % erhélt man:

1 u(1) du .2—
/ (23 + 22)V/ 22 + 1dz Subu / (z° + 2x) ug o
0 u &z

(0)
1 /2 120?231 2
:/ ug\/ﬁdu:[u + u] ZT(*4+11\@>
1
1

21 5 3 5

(d) Mithilfe von zweimaliger partieller Integration erhélt man:
2 o 2
/ 2? cos(z)dz = [2? sin(z)] ;" — 2/ xsinzdx
0 0

=0-2 <[—xcos(:r)]37r + /O v cos(:c)d:v) = —2(=27 +0) = 4«

2 Stammfunktion

Bestimmen Sie die Stammfunktion von folgenden Funktionen. Dies kann direkt, mit par-
tieller Integration oder Substitution erfolgen.

(a) (i) f(z) = sin?(a) (i) g(z) = sin?(z) cos(x)
(b) (i) h(z) = In(a) (i) j(2) = sk
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arcsin (2
(d) l(z) == - % Tipp: Substituiere u = arcsin(z?).

(e) m(:v) _ cos(In(z))

xT

(f) n(x) = cos(In(x)) Tipp: Mehrfache partielle Integration und Substitution v = In(z)
Losung:

(a) (i) Im ersten Schritt integrieren wir partiell und erhalten eine Integralgleichung:
/sin(x) sin(z)dx = — cos(z) sin(z) — /— cos(x) cos(x)dx
= —cos(z) sin(x) + / 1 — sin?(x)dz

Lost man diese Gleichung nach dem integral [ sin?(x)dz auf, erhélt man:

/Sin2(x)dx _ % B cos(w);in(x)

(ii) Mit Substitution v = sin(z) und dz = Cosl(x) du erhélt man:

/sinQ(x) cos(z)dz = /u2du = ésin?’(x) +C

(b) (i) Man multipliziert mit 1 und erhélt mit partieller Integration erhilt mit f/(z) =1
und g(z) = In(z):

/1 In(z)dz = zIn(z) — /xidx — 2ln(z) — o+ C

(ii) Man erhélt mit u = In(z) und do = xdu

/xlfi(x)dx B /idu =In(In(z)) + C

(c) Mit Substitution v = 1 und dz = —#du erhélt man:

er ;
/de:—/e“du:—ez-i-c
x

(d) Man substituiert: u = arcsin(z?) und dz = 7V12;x4du und erhilt:

20,2
/ s — [arcsujl (z%)] Lo

T arcsin (932)
V1—24

Bemerkung: Die Ableitung von arcsin(z) kann man mithilfe der Umkehrabbildung
bestimmen: (f~1)(y) = m Man erhilt also:

dx =

N =

—~

d in(z) 1 1 1
— arcsin(x) =
1 2rosin(z

cos(arcsin(z)) B /1 — sin?(arcsin(z)) V122
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(e) Man substituiert: v = In(z) und dz = xdu und erhilt:

/ cos(In(z)) / cos(u)du = sin(In(z)) + C

T

(f) Mit der Substitution v = In(z) und dz = zdu erhilt man wegen z = e*(®) = ¢t

/ cos(In(z))dz = / " cos(u)du

Nun integriert man partiell mit f’ = e* und g(z) = cos(z):

/ e¥ cos(u)du = e cos(u) — / —e" sin(u)du

und eine zweite Partielle Integration mit f/ = e* und g(u) = sin(u) fiir das zweite
Integral:

/ ¥ sin(u)du = " sin(u) — / " cos(u)du

Insgesamt also:

/e“ cos(u)du = €* cos(u) + e“ sin(u) — /e“ cos(u)du
Aufgelost und riicksubstituiert erhélt man das gesuchte Integral:

/Cos(ln(m))dx _ rsin(In(z)) ';’$COS(IH(x)) Lo

3 Integrale und Zwischenwertsatz

Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Weiterhin gelte f; f(z)dx # 0.
Zeige, dass es dann ein £ € (a, b) existiert, do dass gilt:

/ F(a)de = / fa (1)
Loésung:

Idee: Wir zeigen die Existenz einer Nullstellen einer stetigen Hilfsfunktion G(§), die die
Differenz der beiden Integrale ist. Da die Hilfsfunktion G(&) stetig ist, gilt der ZWS und
wir miissen nur noch einen Vorzeichenwechsel von G(§) zeigen.

Da f Riemann-integrierbar ist, existiert eine stetige Stammfunktion von f:

- /gf(x)dx

Wir definieren die Hilfsfunktion G(§) als Differenz der Integrale:

o= [ 1z / fla)da = F(€) - (F(b) - F(§)) =2F(§) - F()
welche stetig auf [a, b] ist. Betrachtet man die Hilfsfunktion an den Grenzen erhélt man:
G(a) = 2F(a) — F(b) = —F(b) G(b) =2F(b) — F(b) = F(b)

mit * wegen: F(a) = [ f(z)dz = 0 Wegen F(b) = fabf(a:)da: # 0 wechselt also die
Funktion G das Vorzelchen Da G(§) auf [a, b] stetig ist, gibt es also ein & € [a, b], sodass
die Aussage (1) gilt.
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4 Uneigentliche Integrale - Standard Abschatzungen

Um Divergenz bzw. Konvergenz von unbestimmten Integralen zeigen zu kénnen, sind einige
Standardabschétzungen notig. Man bestimme deshalb p fiir folgende Integrale

1 oo
@ [ 5 o[ 5
mit p > 0, sodass die Integrale divergieren bzw. konvergieren.
Losung:
(a) Das erste Integral ist niitzlich, um abzuschéitzen, ob eine Funktion an einer Polstelle

schwach genug ansteigt.

p<1
1 g PEL [ 1 ]1 i 1=a P = Konvergent
€T . x - —p+1)zP—1 - 1— - >1 .
— =1lim | — a=0 LEPFDEP g ano 1P "2 Divergent
o TP a=0 ), xP

! i (o)} = Jim In(1) ~ In(a) = divergent
a—0 a—0

(b) Das zweite Integral ist praktisch, um abzuschétzen, ob eine Funktion im unendlichen
ausreichend stark abfallt.

p<1l ..
oo b pZl lim [%}b — Jjm BP=1 = divergent
/ d—x: hm/ dj b— o0 (,p+1)xp—l 1 b—00 ].—p
1 1

p>1
- - = konvergent
T b—o0 T

3
[0

' lim [In(z)]? = lim In(b) — In(1) = divergent
b—00 b—o00

5 Uneigentliche Integrale - Teil 2

Uberpriifen Sie, ob folgende integrale absolut konvergieren oder divergieren. Benutzen Sie
dazu das Vergleichskriterium und das Minoranten/Majoranten-Kirterium.

(a) oo e'®+cos(z) dz

1 z2+/x
0o sin(z)4cos?(z)
b) Jo —emvm
oo tan(cos(zx
(C) 1 IQ(Jrln((x))) d

oo cos(x)+2
(@) J5* Sz

Losung:

(a) Schétzt man den Betrag des Integranden ab:

e’ + cos(x) 2 2
22+ x| T |22+ x| T a?

erhilt man mit dem Majorantenkriterium

00 ix 0o
/ %Cos(x)dx < / de -1
1 T4 + \/E 1 .TQ

absolute Konvergenz.
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(b) Zuerst schitzen wir den Betrag des Integranden ab:

sin(z) + cos?(z) 2
24+ z T2+

und teilen das Integral anschliefend in zwei Teile auf:
sin(z) + cos?(x)

< < —
/0 A x dau_/O x2+\fdx /\fdw—l—/ d:U

* wegen ﬂ < % gerechtfertigt ist. Die zwei Teilintegrale konvergieren nach

vorheriger Aufgabe. Damit konvergiert das Integral absolut. Bemerkung Wieso wihlt
man auf dem Intervall [0, 1] die Abschétzung =~ \f < \2[

wobei

Funktionen sind zwar Majoranten, die zweite Majorante ist aber zu grob geschétzt
und divergiert. Mit der zweiten Majorante kann man dann keine Aussage iiber das zu
betrachtende Integral treffen.

tan(cos(z))

/100 22 + In(z)

Die erste Abschiitzung, da cos(z) durch 1 beschrénkt ist und die zweite nach vorheriger
Aufgabe. Damit ist das Integral absolut konvergent.

(c) Man schitzt ab:

de < / tan() 1 - oo
1

= "L‘Q

(d) Man betrachte den Bereich [0, 1] und findet als Miniorante

* cos(x) + 2 ! 1 o
————dz > ————dx > —d
/0 52 + 3z :13_/0 52 + 3z :17_/0 227

und nach vorheriger Aufgabe divergiert das Integral.

6 Funktionenkonvergenz

Untersuchen Sie folgende Funktionenfolgen mit D = [0, 1] auf punktweise und glelchmaﬁlge
Konvergenz. Berechnen Sie fol fn(x)dz und falls die Grenzfunktion f existiert fo x)dz

(a) fula) = exp(a)/n?
(b) fule) = {” 2 €(0.7)

‘n

0 sonst
exp(nz)/z" x>0
c x) =
(©) fal) {O .
Losung
(a) Es gilt lim sup |f,(z) — 0] = exp(1) lim 1/n? = 0, also konvergiert die Funktion
TL—}OO:EG[O 1} n—oo
gleichméfBig und damit insbesondere punktweise gegen die Nullfunktion.

Fiir das Integral gilt:

;1 e—1

1
/0 exp(x)/n’dz = 1/n’[exp(z)]) =

und das Integral iiber die Grenzfunktion ist null (folgt sowohl direkt, als auch iiber
den Grenzwert der Integrale wegen gleichméfiger Konvergenz).

n2
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(b) Fiir festes x gilt entweder x = 0 und somit lim f,(z) = lim 0 = 0 oder = > 0. Dann

gibt es ein N € N mit N > 1/x sodass fiir alle n > N gilt f,(x) = 0. Damit ist die
punktweise Grenzfunktion die Nullfunktion. Fiir die Integrale gilt

! 1
/0 fn(x)dm—n-a—l

/Olf(m)da:—/olde—O.

Dies zeigt bereits, dass die Konvergenz nicht gleichméfig sein kann, da sonst der Grenz-
wert der Integrale iiber die Funktionen gleich dem Integral iiber die Grenzfunktion sein
miisste.
(¢) Fiir x = 0ist der Grenzwert der Funktionenfolge gleich 0. Fiir x > 0 ist ILm exp(nx)/a" =
n—oo
li_>m (exp(z)/x)" = oo, da exp(x) > z fir > 0. Damit gibt es keinen punkt-
n oo

weisen Grenzwert der Funktionenfolge. Fiir das Integral iiber die Grenzfunktion gilt
LreP\v s ler 5 11
fO(:v) —fOx—Ox_oo'

7 Funktionenkonvergenz

Finden Sie Beispiele:

(a) Funktionen f,(z), Mengen A, B, sodass f,(x) auf A gleichm#Big konvergiert, auf B
jedoch nicht.

(b) Funktionen f,(z), sodass fol fn(z)dz = n, das Integral tiber die punktweise Grenz-
funktion jedoch nicht divergiert.

(c) Stetige Funktionen f,(x), die auf [0, 1] punktweise konvergieren, die aber nicht gleichméBig

konvergieren und fiir die die Integrale {iber die Funktionen nicht gegen das Integral
iiber die Grenzfunktion konvergieren.

Losung
(a) fo(x)=2/n, A=10,1], B=R

n? 0<z<1/n

(b) fn(z) = {

0 sonst

14+2n(n—1)xz =z <1/(2n)
(€) fu(z) =< 2n — 2n%x 1/(2n) <z <1/n
0 1/n<z

Damit ist die Grenzfunktion

1 =0

0 sonst
und damit unstetig. Das Integral iiber die Grenzfunktion ist 0, die Integrale {iber die
Folgenglieder berechnen sich zu

1/2n 1/n 1 m2 —9 9 6n2 1
/ 1+2n(n1)xdm+/ 2n72n2xdx:—+n72n+—nf%ﬁf
0 1/2n 2n 8n 2n  8n 2
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8 Matrixexponential

Bestimme exzp(A) mit der Matrix

Tipp: Betrachte A*.

Losung
Bemerkung zum Vorgehen: Das Matrixexponential ist analog zur reellen Exponentialfunk-
tion:

2

. Ak A
exp(A) ::Zﬁ:ﬂ—i-A—i-?—i—...
k=0

Das Matrixexponetntial einer belibigen Matrix kann folgendermaflen bestimmt werden:

(1) Der Weg iiber die Jordan-Normalform funktioniert immer:
Sei A= BJB ! und J = D + N, wobei B die Jordanbasiswechselmatrizen sind und
D eine Diagonalmatrix und N eine nilpotente! Matrix, dann gilt:

exp(J) = exp(B(D + N)B™') = Bexp(D)exp(J)B™*

(2) Die Matrix lisst sich diagonalisieren A = SDS™! mit der Basiswechselmatrix S. In
diesem Fall gilt:

e)‘l N 0
exp(A) = Sexp(A)St=s| : - = [s7!

(3) Man erkennt ein Muster oder die Matrix ist nilpotent. Hier kann man die Exponenti-
alreihe direkt oder induktiv ausrechenen.

In diesem Beispiel wird die Exponentialreihe des Matrixexponentials direkt ausgerechnet,
dazu berechnen wir die ersten Potenzen von A*:

o (10
o= 1)

v-( )62

=)0 )62 2)
=) G260 %)
-6 )ED-C)-63)

'Eine Matrix ist genau dann nilpotent, wenn es ein k € N gibt, sodass A¥ = 0 und A*~! £ 0.
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Man erkennt (und kann per Induktion beweisen), dass A* fiir & > 0 von der Form
2k—1 2k—1
Ak = <2k1 2k1>

ist. In die Exponentialreihe eingesetzt ergibt dies:

2k—1 2k—1
0o Ak 10 0 <2k1 2k1>
exp(4) = Y 40 = (0 1) Ly 2
k=0 k=1
Auswerten der Reihe liefert:

X k-1 1 X 92k 1
> a2 w3 @Y

k=1 k=1

und damit erhalt man:

o) = (1)
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