Samuel Scalet m Ferienkurs Analysis 1
Eduard Koller WS 18/19

Losungsblatt 2

1 Konvergenzgeschwindigkeit

Sei die Folge (a,) =1 — 32:5’2 mit n € N gegeben. Berechnen Sie numerisch das kleinste
N, welches das e-Kriterium fiir ¢ = 0.05 erfiillt, also sodass n > N die Ungleichung

lan, — a| < 0.05 erfiillt. Bemerkung: Es ist hilfreich erst den Grenzwert auszurechnen.

Losung:
Den Grenzwert berechnet man mithilfe der Grenzwertarithmetik:

2 2 4] 4
lim a, = lim (1— ) =1— lim |2 _ 4
N—00 n—00 3+ 5n n—oo \ = +5 )

Um nun das N zu bestimmen, welches das e-Kriterium fiir e = 0.05 erfiillt zu finden, 16st
man die Ungleichung:

4
an—5‘§0.05 VYn > N

nach n auf:

3+5mn 5

+ -1 <0.05

1 2+n 4 B 24n 1!
| 345n 5|~

_ 24n
3+5n

Hier ist eine Fallunterscheidung nétig, wir nehmen an das % < 0 gilt (und tiberpriifen

am Ende, ob das erhaltene n diese Ungleichung lost):

— < 0.05
5 +3+5n_

3+5n+5

’ 2+n 1’|.§0—1 2+n !

din< 2+ B =n>s
"=120"5 n= R

Dieses n erfiillt die Voraussetzung % — 32+i255 = —% < 0 und damit gilt N =5

Bemerkung: Dieses Problem kann natiirlich auch durch systematisches probieren geltst
werden.

2 Cauchy oder e-Kriterum ?

Beweisen Sie die Konvergenz mit dem jeweils angegebenen Verfahren:
(a) Sei (a) = % fiir n € N. Benutze das e-Kriterum, um Konvergenz zu zeigen.

Sei (by,) = % fiir n € N. Benutze das Cauchy-Kriterum, um Konvergenz zu zeigen.

vn+1

(d) Sei (d,) = —2=— n € N. Benutze das Cauchy-Kriterum, um Konvergenz zu zeigen.

)
(c) Sei (¢n) = Vil i 5 € N. Benutze das e-Kriterum, um Konvergenz zu zeigen.
) Py
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Losungen:

(a) Es handelt sich offensichtlich um eine Nullfolge, der Grenzwert ist also 0. Wir wollen

nun zeigen:

Ve>0IN eEN:Vn>N:|— —0/=—

n

<€

2 ’ 2

%. Nach dem Archimedischen Axiom

Lost man hier nach n auf erhidlt man n >
existiert ein N € N, sodass N > \/g . Damit lautet der Beweis:
Sei € > 0. Wir wahlen NV € N mit NV > \/g Dann gilt fir alle n > N:

2
n2

Sei € > 0. Wir wahlen N € N mit N > % und mit n > m > N gilt:

1
N

m 1
Si—i
mn m

<

<€

1 1 m-—-n
|bnbm|:‘

m mn

Man vermutet das der Grenzwert 1 ist und setzt an:

-1
Ve>03N€N:Vn2N:\/ﬁ —1| <e
vVn+1

Um auf N zu kommen miissen wir umformen:

Vil | |VAa-l-yin-1
e R Bl e e

Damit erhalt man: n > N > (% — 1)2 Damit lautet der Beweis:
Sei € > 0. Wir wahlen N € N mit N > (% — 1)2. Dann gilt fiir alle n > N:

‘\/ﬁ—l ‘ 2
Vvn+1 \F+1 \F+1

2
<e=+n>=--1
€

<E€

Sei € > 0. Wir wahlen N € N mit N > % und mit n > m > N gilt:

m2+mfn27n

(0% + n)(m? + m)

m2+mfn27n

(0% + n)(m? + m)

*

|dn - dm‘ =

2

wobei bei * mit m? +m — n? — n < m? 4+ m abgeschitzt wird.

3 Grenzwertarithmetik

Man berechne Folgende Grenzwerte:

(a)

: _ Tnt+45nd4+n24 — _1m?=7
() an = S5 () bn = o0 Ty
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. in N n34(in241)(6+in) /... —in
(b) (1) en =2+ 527 + (% + %l) (ii) dy, = 2" t1)(61in) (iil)en, = 2iln+2n

£(n+1)(2n+1)
(C) fn = W
(d) Gn = 1+22é..+n
(e) hn=vVn2+5n—+vn?2—4n
Losung:
(a) (i) Fur die Folge a,, gilt:
: 5, 2 1
I R et e T+54 24 L ImT4Ho 4oty
n—oo  14n* 4 28n3 nsoo 144 28 lim 14 + 28 2
n n—00 n
(ii) Fir die Folge by, gilt:
: 7
_ 12n3 — Tn _ 12— 7 Jim 12 - 55 12
lim 3 — = lim = 5 = 35
n—o0 25n° + COS(?’Li) n—00 925 + Cosr(;g) lim 25 + cosggbg) 5

n—oo

(b) (i) Um den Grenzwert von ¢, zu berechnen betrachte man die Betréige

5 L) = (2 f

~ o 5 57) |7 \25

diese konvergieren gegen null da |a,|" eine Nullfolge ist, falls der Betrag der
Folgeglieder fiir fast alle n € N kleiner 1 ist. Alternativ iiberzeugt man sich mit
dem e-Kriterium oder dem Sandwichkriterium von dem Grenzwert. Damit erhélt

amn als Grenzwert nach der Grenzwertarithmetik lim, ,occ, = 2+0+0 = 2
erhalten.

5t
2n

(ii) Fiir die Folge d,, betrachten wir:

n3 + (in? +1)(6 + in) i 6 n3 + 6in? —n® +in +6
= 1im — =

nheo I+ 1)2n+1)  nosi 2n2 130+l

6, im0t 5t
FREY 3 1y
P2 )

(iii) Um den Grenzwert von e, zu bestimmen berechnen wir den Realteil und Ima-
ginérteil der Folge:

1 —in 3Binom. (1—in)(2in —2n) 2n2 —2n  2n?+2n
_— = = — — 1
2in + 2n (2in + 2n)(2in — 2n) 8n? 8n?
. . 1 P .
womit nh_)rglo en = —7 — j ist.

(c) Fiir die Folge f, gilt:

1
n2+i4+n Itz tl oo
m — = lim ——— = —
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(d) Fiir die Folge g, gilt:

n(n+1)

. 1424+ ...+n arithmetische . . n2 +n 1
lim ———— = lim = lim ==

n—r00 n2 Summenformel n—oco N, n—oo  2n2 2

Bemerkung: Hier muss man die arithmetische Summenformel anwenden, das ausklam-
mern des Terms n aus allen Summanden ist nicht erlaubt, da die Anzahl der Sum-
manden von n abhingt und damit nicht konstant ist.

(e) Wir erweitern mit der dritten binomischen Formel:

\/ \/ (\/n2+5n—\/n2—4n) (\/n2+5n+\/n2—4n)
n2 +5n—v/n?—4n =
Vn2 +5n++vn2 —4n

_n?+5n—(n?—4n) 9In
n,/1+g+n\/l—§ n\/l—i-%—l—m/l—%

womit wir als Grenzwert lim,, o hy, = % erhalten.

4 Sandwichkriterium

Bestimmen Sie den Grenzwert mithilfe des Sandwichkriteriums.

(a) by, = 7Sin(n)zcos(") firneN

(b) ep = V4" + 9" fiirn e N

(¢c) hy= 2"77; fiir n € N. Tipp: Man beweise per Induktion: 2" > n? Vn > 4.

Loésung:

(a) Als Minorante benutzen wir die Konstante Folge a,, = —% und als Majorante die Folge

Cn = % Beide Folgen haben den Grenzwert 0 und es gilt:

2 < sin(n) 4 cos(n) < 2 Vn € N
n n n

damit gilt: b, — 0

(b) Als Minorante benutzen wir die Konstante Folge d,, = 9 und als Majorante die Folge
fn = V2-97. Beide Folgen haben den Grenzwert 9 und es gilt:

9= < Y4y 9gn < Yoy v < /2.9 =2.9  VYneN
damit gilt: e, — 9.

(¢) Zuerst die Induktion:
LB: 2" >n? Vn >4
LA : n =25 ergibt: 2°> =32 > 25 = 52
I.S: n — n+ 1 ergibt: 2"+t = 2. 27 1;32~n2 >(n+1)2dan?>2n+1VYn > 4
ILBn?>2n+1
LA5?=25>11=2-5+1
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. I.B n>4
IS:n—n+lergibt: (n+1)2=n2+2n+1>2n+1+2n+1 > 2(n+1)+1
Als Minorante wéhlt man g, = 0 und als Majorante i,, = % und erhélt:

0<n”_ n" _(n)nnz4(n>n_ 1 1
—on?  (2n)"  \2n/) = \n2/ nn T on

und damit gilt: hA,, — 0.

5 Beschranktheit, Monotonie, Infimum, Minimum, Supremum
und Maximum

Priifen Sie, ob folgende Folgen beschréankt sind und untersuchen Sie diese auf Monotonie.
Geben Sie dann falls méglich fiir die Folgen je eine untere und obere Schranken, Infimum,
Minimmum, Supremum und Maximum an.

(a) (an):%“+%_|_2fﬁrn€NO

(b) (by) = cos(nZ) (2 — %32) fiir n € N.

TL2
Bestimmen Sie hier zusétzlich lim inf b,, und lim sup b,, und geben Sie die konvergenten
Teilfolge an.

(c) (cn):7u/1+n—12 fiir n € Ny

Losung:

(a) Fir die Folge (ay,) erhélt man:
(i) Die Folge ist beschréinkt:

lan| =

1 1 1 1 3
+ < + < max + max = —
n+1l n+2 n+1 n+2 7 neNg\n+1 neNo \ 1 + 2 2
Die Folge (ay,) ist also durch % nach oben und durch —% nach unten beschrankt.

(ii) Zur Monotonie sei angemerkt:

a
Streng monoton fallend < a,41 < a,, < ntl

<l<apy1 —ap, <0
an

Wir untersuchen an4+1 — ay, < O:

= + = ! + = 2 <0 VneN
— = — n
m+1)4+1 (n+1)+2 n+l n+2 3+4n+n? 0

Die Folge ist also streng monoton fallend.

(iii) Untere Schranken sind alle Zahlen kleiner 0, obere Schranken alle Zahlen groer
%, Infimum ist 0 und Minimum wird nicht angenommen, Supremum ist Maximum

ist 3.

2

(b) Fiir die Folge (by,) erhélt man:
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(i) Die Folge ist beschrénkt:
cos (nz) P 2
2 n?

2 1
< 24 max <2> — max () =3
neN \ n neN \ n

die Folge ist also nach oben und unten durch +3 beschrankt. Bemerkung: Anstatt
der = 2 + 2 — 1> 0-Abschitzung kann man die Dreiecksungleichung : |z ty| <
|z| + |y benutzten und erhélt als Schranke ¢ =5

> 2 1
<2+ 5--
n n

|cos|<1 2 1
< + 3

lan| =

(ii) Keine Monotonie, da cos(n%) oszilliert.

(iii) Untere Schranke alle Zahlen kleiner gleich —2, obere Schranke alle Zahlen grofier
gleich 2, Infimum ist Minimum ist —2, Supremum ist 2 und Maximum wird nicht
angenommen.

Da Infimum wird fiir n = 2 und im unendlichen als liminf angenommen, das
Supremum nur als limsup. Man erkennt das der Term ~ # eine Nullfolge ist
und damit der Term 2 cos (n ) fiir die Haufungspunkte interessant ist. Da das
Intervall [0,27) von n% in 4 Teile zerlegt und der Cosinus 27 periodisch ist

2
untersucht man folgende Teilfolgen:

byn := cos(2nm) ( (4n) 22) — 2
bin+1 = Cos(2n7r —|— ( (4n 2) —0
(bkn)nGN — (4n+2)—2
bant2 == cos(2nm + 7 (2 (ni2)? ) — =2
\b4n+3 ‘= Cos (2n7r + 3” ( 4:;33 ) — 0

Der kleinste Haufungspunkt —2 ist der liminf b,, (aus Teilfolge bg,+2) und der
grofite Haufungspunkt +2 ist der limsup b, (aus Teilfolge by, ).

(c¢) Fiir die Folge (¢;,) erhilt man:

(i) Die Folge ist nicht beschriankt:
Fiir ¢; > 1 quadrieren wir die Gleichung ¢,, > ¢; und betrachten Gleichheit

1
2 2
1 _ —
< n? > “

mit der Mitternachtsformel erhilt man n = + c% — 1 und damit erhilt man:
Fiir beliebiges c; € R AN € N mit N = \/c% — 1 fiir ¢; > 1 und 1 sonst, sodass:
Cn = Cq.

(ii) Die Folge ist streng monoton steigend:

1
A (n—f—l)w/l—i—mzn\/(l-i—f

was dquivalent zu:
1 1
n+1)? {1+ — 1+
v (1 ) 2 (1453)

n+1)*+1>n’+1lentl>n

was offensichtlich stimmt.
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(iii) Untere Schranke sind alle Zahlen kleiner 0, obere Schranke gibt es nicht, Infimum

ist Minimum ist 0, Supremum liegt nicht in R, Maximum existiert nicht.

6 Fixpunktsatz

Man zeige, dass die rekursiv definierten Folgen konvergieren und bestimme ihren Grenz-
wert.

(a) any1 =% +2Vn € Ng mit gp =1
(b) bps1 = Vb, + 6 ¥n € N mit by = /6
Tipp: Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(i) Berechnen Sie zuerst einen moglichen Grenzwert mit der Relation: lim, o a, =
limy, 00 @py1. Setzen Sie dafiir den Grenzwert mit a = lim,, 0 a, an und 16sen Sie
die Gleichung.

(ii) Zeigen Sie nun Konvergenz. Um Beschrianktheit zu zeigen benutzen Sie vollstindige
Induktion. Monotonie kénnen Sie mithilfe der Beschréinktheit abschéitzen.

(iii) Machen Sie sich bewusst, dass die Aufgabe nun geldst ist.

Losung:
Wir merken an, dass im Falle von konvergenten Folgen gilt:
50T = D B = @ o

Bemerkung: Dies ist ein Speziallfall einer Fixpunktgleichung ¢(z*) = z*, der Banachsche
Fixpunktsatz gibt Aussage iiber die Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes.

(a) Wir berechnen die beiden Grenzwerte in Gleichung (1):

lim a, = a limanH:lima—n—l—Q:g—}—Q

Gleichung (1) garantiert uns Gleichheit und man erhélt:

a=—+2

a
4
Lost man die Fixpunktgleichung erhélt man a = %. Konvergenz zeigen wir mit dem
Satz: Jede monoton fallend/wachsende beschriinkte Folge konvergiert.

(i) Beschrénktheit: Laut Tipp benutze man Induktion:
I.B:an§§Vn€N
ILA:a1=1< %
LS:n—=n+1:

Qn

4

> |eoloo

I.B
+2'<

w| oo
w| oo

An+1 = +2=_<
womit a, durch % beschriankt ist. (Bem: Eigentlich wurde hier nur nach oben

beschrinkt gezeigt, nach unten beschrinkt folgt durch Monotonie und Startwert.)
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(ii) Monotonie:
Wir betrachten: an11 — an:

lan|<§

8
a 3 8
an+1—an=—4"+2—an > i+2—§=o

wobei hier die Beschrianktheit (nach oben) benutzt wurde. Damit ist a,, monoton
wachsend.

Damit gilt der Satz und die Folge a,, konvergiert gegen %.
(b) Wir berechnen die beiden Grenzwerte in Gleichung (1):
lim b, = b lim apy; = lim V6 +a, = ,/6+ lim b, =V6+b
n—o0 n—oo n—oo

n—oo

wobei * erlaubt ist (Tauschen von Grenzwertbildung und Funktionswertberechnung),
da die Wurzelfunktion stetig ist. Man erhélt die Fixpunktgleichung:

b=vV6+bsb>=6+0b

welches eine quadratische Gleichung ist mit den Lésungen b; = 3 und by = —2.
Konvergenz zeigen wir durch Beschranktheit und Monotonie:

(i) Beschrénktheit:
IB:v6<b,<3VneN
IA:n=1vV6<a; =v6<3
I1.S:n—>n+1:

V6 < a1 <32V6<V6+a,<V6

6<6+a,<9<0<a,<3

was nach der I.B stimmt. Damit ist b, nach unten durch /6 und nach oben
durch 3 beschrankt.

(ii) Monotonie:
Wir betrachten: b,4+1 — by:

3.Binom. ( 6+ bn — bn) ( 6 + by + bn) 6+ b, — b?
bt — by = /6 1 by — by, >Pmome A v -
" ! V6 + by + bn V6 + B + by

[bn|<3 —
S 6+3—-9

V6 +3+3

wobei hier die Beschrinktheit benutzt wurde. Damit ist b,, monoton wachsend.
Es gilt also: lim,, o b, = b > 0 und damit b = 3.

Bemerkung: Es reicht nicht aus, nur den Grenzwert mit dem Fixpunktsatz auszurechnen,
dazu ein Beispiel:

Sei ¢,,11 = c2. Diese Folge divergiert fiir |ag| > 1. Die Fixpunktgleichung liefert aber a? = a
und damit als Losungen a = {0, 1}. Diese werden aber nur angenommen fiir |ag| < 1, man
muss also zusétzlich zur Berechnung noch Konvergenz zeigen.
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7 Teilfolgen und Haufungspunkte

Sei die Folge b, = i" gegeben. Geben Sie alle Teilfolgen mit zugehorigem Haufungspunkt
und Limes inferior sowie Limes superior an falls existent.

Losung:
Wir betrachten folgende Teilfolgen

ban = 1t — 1
) bapg1 = i —
( kn)HEN — b4n+2 = 2]
b4n+3 = 7;4+3 — —1

Damit sind die Haufungspunkte 1,7, —1, —i. Limes Inferior und Limes Superior existieren
in dem Sinne nicht, da diese nur fiir (halb) geordnete Mengen definiert sind. (limsup ist
mit der Bestimmung eines Maximums verkniipft, im komplexen gibt es aber die Relation
> nicht. )

8 Konvergenzbeweise

Zeige, dass jede Cauchy-Folge im R, C beschrinkt ist.

Loésung;:
Sei also a : N — K;n — a(n) mit K € {R, C} eine Cauchy-Folge, dann gilt fiir e = 1:

lap, —am| <e=1 VYn,m >N = N(1)

Setze nun m = N Dann gilt fiir alle n > N:

A—Ungl.
lan| = |ap —an +an| < Jap —an|+ |an] < 1+ |an]

Setze nun M := max {|an||n € N} < oo, dann erhélt man schlieflich:

lan| < max{M,|any|+1} VneN

9 Teleskop Summe

Man berechne die Summen:

"1 1 =/ 1 1
- b _Z
(a)z;<k k:+1> ();<k+1 k>
Losung;:
Bemerkung: In diesen Beispielen handelt es sich um Teleskop Summen. Dazu kurz folgende
Veranschaulichung:

n

> lar = apg1) = (a1 — az) + (a2 — ag) + - + (an — ant1) =
k=1

:a1+(a2—a2)+(a3—a3)+~'—l—(an—an)—an+1:al—an+1
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Summiert man also iiber die Differenz zweier benachbarter Folgeglieder stellt man fest:

n

n
E (ak - ak+1) = a1 — An+41 Z Ak4+1 — ak; = Qp+1 — Q1
k=1 k=1

Diese Summen bezeichnet man als Teleskopsummen.

(a) Mit aj, = 1 erhélt man:

(b) Mit aj, = 7 erhilt man:
/1 1 1

) =i 1) =-1
Z(k+1 k;) nggo(n+1 >

10 Reihen - Existenz

Zeigen Sie, ob die folgenden Reihen (absolut) konvergent sind.
(a) ZZO:O ﬁ

(b) Yoo, S

(©) X0 iy

(d) 02, Tt

(&) ZoZs Ry

(f) 202,

Losung

(a) Fiir n > 1 gilt = 3 > &, also divergiert die Reihe nach dem Minorantenkriterium
mit der harmonischen Reihe.

(b) Die Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium. Da fiir n > 1 gilt, dass # > %
konvergiert die Reihe nach dem Minorantenkriterium mit der harmonischen Reihe
nicht.

(c) Die Reihe konvergiert nicht, da % keine Nullfolge ist.

(d) Die Reihe > ¢ | 5 s konvergiert absolut da es sich um die geometrische Reihe han-
delt. Die Reihe ) 7, % =5 divergiert jedoch bestimmt, weshalb auch die

n=1 2n
gesamte Reihe nicht konvergiert.

(e) Die Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium, da C‘l)z((%r) = (1 ()) eine alternierende

Nullfolge ist. Sie konvergiert nach dem Minorantenkriterium nicht absolut mit der
harmonischen Reihe als Minorante.

(f) Die Glieder stellen keine Nullfolge. Somit kann die Reihe nicht konvergieren.

10
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11 Reihen

Berechnen Sie:
(a) 2211 QTTT:

(b) 30 Fr

(o) Xopey HEEEE

Losung
(a) Yoty or = (Caoar) —1=¢"~1
(b)
s lr () mw s
— pntl 25 5) " 25 4 25 2 5
wobei die geometrische Relhe Verwendet Wurde. Das Auseinanderziehen der Reihe in

eine Summe von Reihen wird erst im Nachhinein durch die Existenz der einzelnen
Summanden begriindet.

(c)
1+2"+3”+4n > on 5 5 5 5 7
Z —ZWZ Z Z*“‘—z*g*z*r‘“ﬁ

12 Cauchy-Produkt

Zeigen Sie mithilfe der Cauchy-Produktformel fir |¢| < 1:

[e.o]

1
=S

n=0

Loésung Mit der bekannten absolut konvergenten geometrischen Reihe gilt:

13 Sin, Cos und Exp

Rechnen Sie mithilfe der Reihendarstellung von Sinus, Cosinus und der Exponentialfunk-
tion nach, dass die Funktionen auf ganz C definiert sind.

Losung

Wir berechnen den Konvergenzradius fiir die Exponentialfunktion mithilfe des Quotien-
tenkriteriums:

An4-1

= hfln_)solip RSN hgl_}S;p 1 =0

Damit ist der Konvergenzradius oo. Die Koeffizienten der Reihendarstellung von Sinus
und Cosinus sind durch die der Exponentialreihe beschrinkt, also ist ihr Konvergenzradius
ebenfalls co.

lim sup
n—oo

Qn

11
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