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1. Linearkombinationen und Basen

Aufgabe 1 Lineare Unabhangigkeit
Welche der folgenden Teilmengen des R? sind linear abhingig?
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Aufgabe 2 Basen von Unterrdumen
Bestimme Basen der Unterrdaume U, W + W' W N W' C Q* fir
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Hinweis: W4+ W' ={w+w' | w € W,w" € W'}

Aufgabe 3 Basen von Matrixrdumen
Sei K ein Korper, m,n € N . Gebe fiir jeden der folgenden K-Vektorrdume eine Basis an und
zeige, dass diese tatsachlich eine Basis ist.

a) V1 = {m x n - Matrizen tiber K}.
b) Vo = {n x n - Diagonalmatrizen iiber K}.
c) Vo = {symmetrischen n x n - Matrizen tiber K}.
Aufgabe 4 (x) Lineare Unabhingigkeit und Basen von Abbildungsrdumen

Sei M eine nichtleere Menge. Man betrachte nun den K-Vektorraum V := Abb(M, K') und fiir
alle x € M die charakteristische Funktion y, : M — K gegeben via

_J 0,falls y # x,
Xa(y) = { 1, falls y = x.

Zeige:

a) Fir n paarweise verschiedene z1, ...,z, € M sind x4, ..., Xz, € V linear unabhéngig.



b) Falls M = {xy,...,x,}, dann bilden die x,, ..., Xz, €ine Basis von V.

c¢) Falls M nicht endlich ist, bildet die Menge {x., | z € M} kein Erzeugendensystem von V.
Aufgabe 5 Dimension von Erzeugnissen
Sei t € R und U; = ((0,1,1)T,(4,1,0)T, (1,¢,¢*)T) C R3. Berechne dim(U;).

Aufgabe 6 (x) Bedingungen an Lineare Unabhingigkeit
Beweise folgende Aussagen:

a) Fir einen Korper K sind zwei Vektoren a = (ay,...,a,) und b = (by,...,b,) € K" genau
dann linear unabhéngig, wenn ein Paar i # j existiert mit a;b; — a;b; # 0.
b) Sei vq,...,v, € V eine Basis eines K-Vektorraumes V. Fur a1, ajs, as;, ass € K definiere

wy = a1V + a12V2, Wy = A91V1 + A29V3.

Zeige: es ist wq, wq, vs, ..., v, genau dann eine Basis von V', wenn aqa90 — ajsas; # 0.
Hinweis: Kontraposition ist hilfreich.

2. Lineare Abbildungen

Aufgabe 7 Linear?!
Entscheide mit Begriindung, ob die folgenden Abbildungen linear sind.

a) F:R— Rz |z,

b) F:R?* = R? (z,y) — xv,

c) F:R* - R? (z,y) — 22,y — ),
d) F:R* - R, v~ —v,

e) F:R> =R v~ ov+(0,1,0),

f) F:R3— R2 (z,y,2) — (x,9).

Aufgabe 8 Bedingungen an Linearitat
Seien V und W Vektorrdume iiber R. Sei f : V — W eine Abbildung. Zeige:

(a) Die Abbildung f ist genau dann linear, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(i) flavy+ (1 —a)vy) = af(vy) 4+ (1 —a) f(vy) fiir alle a € R und vy,vy €'V,
(i) f(0) =0,

(b) Erfillt f die Bedingung (i) aus Teil (a) und ist w € W, dann erfullt auch die Abbildung
g:V — W gegeben durch v — f(v) + w die Bedingung (i).

(c) Erfillt f die Bedingung (i) aus Teil (a), dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung g : V' — W und ein eindeutig bestimmtes Element @ mit f(v) = g(v) + w fur
allev e V.

Aufgabe 9 Linearitat iiber Matrizen
Sei M = M, (R) der R-Vektorraum der n x n-Matrizen. Betrachte:

Q: M,(R) — M,(R),Ars A— AT
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a) Zeige, dass @ linear ist.

b) Beschreibe ker () und bestimme dim ker ().

¢) Beschreibe im@.

Aufgabe 10 Kern und Bild von linearen Abbildungen

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Man beweise:

(a) Fir jeden Unterraum U C V gilt f~!(f(U)) = U + ker f.

(b) Fiir jeden Unterraum U’ C W gilt f(f~1(U’)) = U’ Nim f.

(c) Die Abbildung
{UCV|Uist UVR mit ker f CU} — {U"C W| U ist UVR mit U’ Cim f}, U — f(U)
ist eine wohldefinierte Bijektion mit inverser Abbildung U’ — f~}(U").

Aufgabe 11 Rang und Inverse Berechnen
Bestimmen Sie den Rang von A und B und, wenn mdéglich, die Inversen A= B~1.
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Aufgabe 12 Schlangenlemma

Sei K Korper, Vi, V5, V3, V, endl. dimensionale Vektorrdume mit linearen Abbildungen f; :
Vi—= Vo, fo: Vo= V5, f3: Vs —= Vi, fy: Vi — V4. Es gelte imf; = ker fo,im fo = ker f3,im f3 =
ker fy,imf, = ker f,. Zeige, dass

dim(V;) — dim(V3) + dim(V3) — dim(V}) = 0.
Aufgabe 13 Nilpotente lineare Abbildung

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Sei f : V' — V eine lineare Abbildung mit f" =0
fiir ein r € N. Zeige idy —f ist ein Isomorphismus.

Aufgabe 14 Spur einer Matrix
Sei K ein Korper und tr : M, (K) — K definiert als tr((a;;)) = Y1, a;. Fir eine Matrix A
heiBit ¢tr(A) die Spur von A. Beweise:

a) Die Abbildung tr : M, (K) — K ist linear.
b) Seien A, B,C € M, (K), dann gilt tr(AB) = tr(BA) und tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).
c¢) Finde Matrizen A, B, C' mit tr(ABC) # tr(ACB).



