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1. Ubungsblatt zum Ferienkurs Mathematik fiir Physiker 1

1. Matrizen und Vektoren

Aufgabe 1: Zeilenstufenform
(a) Bringe folgende Matrizen in M3(Q) auf Zeilenstufenform.

123 165 1209
A=|4 56|, B=|72 4|, Cc=|[4 3 8
789 8 9 3 56 7

(b) Bestimme den Rang der Matrizen A, B und C.
(¢) Ist das zu der Matrix M = A, B, C zugehérige homogene GLS Mz = 0 eindeutig lésbar?

Losung
(a)
1 2 3 12 3\ . (123 1 —1
A=[45 6] =50 =3 6| —> |0 1 2= |0 1 2
789 o\ -6 —12) U= \o 1 2/ 7 00 0
165 1 6 5\ ,. (1 6 5 16 5
B=|7 2 4 Ij’f‘f’f 0 —40 —31| — o 1 o775 XL o 1 0775
8 9 3/ " \o -39 —37 0 —39 —37 0 0 —6.775
1 29 12 9\ ,. (1 2 9 12 9
C=14 3 %0—5—28;5>015.6M>01 5.6
5 6 7/ 7 \o —4 —-38 0 —4 —38 00 —156

(b) Der Rang wurde in der Vorlesung definiert als die Anzahl der Nicht-Nullzeilen einer Matrix
in Zeilenstufenform. Unter Verwendung von (a) gilt somit: rg(A4) = 2, rg(B) = 3, rg(C) = 3.

(c) Aus der Vorlesung ist bekannt: Ein homogenes Gleichungssystem der Form Mz = 0 mit
n Unbekannten ist eindeutig l6sbar genau dann wenn rg(M) = n. Hier liegt jeweils ein Gle-
ichunssystem mit n = 3 Unbekannten vor. Mit (b) erhalten wir, dass die zu B und C' gehérigen
homogenen GLS eindeutig 16sbar sind, wahrend dies fiir A nicht der Fall ist.

Aufgabe 2: Matrix invertieren
Sind die Matrizen A und B invertierbar? Falls ja, bestimme die Inverse und priife dein Ergebnis
anschliefend mittels der Matrixmultiplikation A=*A = I5.

3 2 6 3
@A=|1 1 3|, () B=|2
—3 -2 -5 5
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Losung
Wir priifen die Invertierbarkeit durch Berechnung der Determinante.
(a) Unter Verwendung der Sarrus-Regel erhalten wir

3 2 6
1 1 3|=3-1-(-5)+2-3-(=3)+1-(-2)-6—(=3)-1-6-1-2-(=5)—3-(—2)-3=1
3 -2 -5

Also gilt det(A) # 0 und somit ist A invertierbar.

Um die inverse Matrix zu bestimmen, stellen wir die erweiterte Matrix auf und formen diese
mittels Gaufl-Algorithmus geeignet um:

3 2 6100 1001 =2 0
11 3|01 0|—=]010 -4 3 -3
-3 =2 =5|0 0 1 0011 0 1
Also ist die Inverse von A gegeben durch
1 =2 0
Al=1-4 3 -3
1 0 1

Wir priifen unser Ergebnis mittels der Matrixmultiplikation A™'A = AA~! = 5. Passt!

(b) Wir verwenden erneut die Sarrus-Regel und erhalten

=484+5+30—-60—-8—-15=0.

Tt DN W

1
4
)

=W

Also det(B) = 0 und somit ist B nicht invertierbar.

2. Lineare Gleichungssysteme

Aufgabe 3: Metall-Legierungen
Es seien Metall-Legierungen My, My, M3 gegeben, die alle Kupfer, Silber und Gold enthalten,
und zwar in folgenden Prozentsétzen:

‘ Kupfer ‘ Silber ‘ Gold

M, 20 60 20
M, 70 10 20
M; 50 50 0

Kann man diese Legierungen so mischen, dass eine Legierung entsteht, die 40% Kupfer, 50%
Silber und 10% Gold enthalt?

Losung
Die beschriebene Situation lésst sich als folgendes inhomogenes GLS auffassen:

20 70 50\ (M, 40
60 10 50| [ Mz | = |50
20 20 O M; 10



Wir bestimmen die Losungsmenge der skalierten erweiterten Matrix durch geeigente Gauf3-
Umformungen

2 7 5|4 2 7 5 4 1 0 0]04
6 1 5/5|—-10 —-20 =10 -7 | =0 1 0]0.1
2 2 01 0 0 -10|-5 0 0 1]0.5

Demnach kann man die Legierungen passend mischen. Die Losungsmenge ist gegeben durch
alle Vielfachen des Losungsvektors

0.4

0.1],

0.5

welcher das Mischverhaltnis der Legierungen beschreibt. Also

0.4
L£=1(]01]).
0.5

Aufgabe 4: Inhomogenes GLS
Bestimme die Losungsmenge des folgenden inhomogenen Gleichungssystems:

—6x1 + 6xg + 223 — 224 =
=921 + 8wy + 323 — 224 =
—3x1 4+ 229 + 23 =

—15x1 + 1429 + dxs — 4x4

Gl W o

Losung
Wir schreiben das inhomogene Gleichungssystem als erweiterte Matrix und losen es durch
geeignete Gauf-Umformungen.

-6 6 2 -2|2 -3 3 1 —-1]|1
-9 8 3 =213 _ 0 -10 10
-3 2 1 0|1 0O 0 0 0|0
—15 14 5 —415 0O 0 0 0|0

Das Gleichungssystem ist unterbestimmt, somit kénnen wir zwei Variablen frei wahlen. Wahle

x4 = a und x3 = b. Aus II folgt z9 = a und aus I folgt x; = %ﬁﬁ)’b Die Loésungsmenge ist
somit gegeben durch
1-20-b 1 -2 -1
a - 0 -3 0 .
L b a,b beliebig y = 0 + 0 ca+ _3 -b| a,b beliebig
a 0 -3 0

Aufgabe 5 (*): Eindeutige Losbarkeit
Es seien a,b € R. Zeige, dass das lineare Gleichungssystem

r+ay+bz = 0,
br+y+az = 0,
ar +by+z = 0,
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genau dann eine von (0, 0,0) verschiedene Losung besitzt, wenn ¢ = b= 1odera+b+1=0
gilt. Bestimme in beiden Fallen die Losungsmenge.

Losung
Riickrichtung: Falls a = b = 1, dann bleibt in der Stufenform die Gleichung = +y+ 2z = 0 iibrig.
Also ist der Losungsraum
—y—2z
Y y,z € R
z

Insbesondere besitzt das GLS eine von (0, 0,0) verschiedene Losung.

Falls a + b+ 1 = 0, dann lautet die Matrix
1 a —1—a

—1—a 1 a
a —1—a 1

Wir bringen die Matrix in Zeilenstufenform. Ein Zwischenschritt lautet

1 a —1—a
0 —-1—a—a®> 1+a+ad®
0 0 0

Da aber
> fatl=d®tat 40 <+1>2+3>0
a a =a a — — = a — —
4 4 2 4 ’

konnen wir weiter auf

1 0 -1
01 —1
0 0 O
vereinfachen.
Der Losungsraum ist
1
AT]AER
1

Also besitzt auch in diesem Fall das GLS eine von (0,0,0) verschiedene Losung.
Hinrichtung:

Kontraposition. Seien a, b nicht gleichzeitig 1. Sei zudem a+b+1 # 0. Wir addieren zur ersten
Zeile die beiden anderen Zeilen und dividieren anschliefend durch a +b+ 1 # 0. Wir erhalten:

1 1 1
b 1 a
a b 1

Wir ziehen das a-fache der ersten Zeile von der dritten ab und das b-fache der ersten Zeile von
der zweiten ab. Wir erhalten:

1 1 1
0 1—-b a—2»5
0 b—a 1—a



Der Rang dieser Matrix ist genau dann voll, wenn der Rang der Matrix

1—b a—09
b—a 1—a

voll ist. Wir setzen s =1 —a und ¢t =1 — b. Jetzt ist s oder ¢ ungleich 0. Wir erhalten

Falls t = 0: Wir erhalten

Da s # 0 hat diese Matrix vollen Rang.

Falls t # 0: Wir multiplizieren die zweite Zeile mit ¢:

(o ),

und ziehen dann das (s — t)-fache der ersten Zeile von der zweiten ab:

(0 )

Der Rang dieser Matrix ist voll, da

t\? 3
st—(s—t)(t—s):s2—st+t2:<5—2) +Zt2>0'

Aufgabe 6: Schnitte von Ebenen
Im R3 seien drei affine Ebenen E,, Ey, B3 gegeben durch die Gleichungen

E12$1+ZL’2+JI3 = 1,
E2 I 2%’2 = 3,
E3 : 31}1 - 3I2 +x3 = 4.

Bestimme alle paarweisen Schnitte der Ebenen. Was ist £} N Ey N E3? Fertige eine Skizze an.

Losung
El N E2 :

1 1 1
1 -2 0

Wahle x5 als freie Variable.

1 II—I 1 1 1 |1 1+ 29 + a3 =1,
3> 3(0 -3 —12)i —3w; — @5 = 2.

ZE3:—3$2—2,
xl:1—1’2—%3:1—$2+3$2+2:2$2+3.

Wir erhalten die Gerade a als Losung;:

3 2
a=1|0|+A 11; AeR
—2 -3



ElﬂEgi

11 11 s (11 11 T+ Ty s =1,
(3—3 14) ><0—6 —21>:>—6x2—2x3:1.

Wahle z, als freie Variable.

x3 = —3x3 — 5>
ZEl:1—1’2—1‘3:1—ZE2+3ZL‘2+§:25L‘2+§.
Wir erhalten die Gerade b als Losung:
3 2
b= — Ol+XA-11]; MeR
-1 -3

EQﬂEgI

1 -2 013 11-3-1 1 -2 0 3 — 1'1—233'2:3,
3 =3 1|4 0 3 1]-5 3Ty + 13 = —d.

Wahle x5 als freie Variable.

T3 = —3x9 — D,
{L‘1:2$2+3.
Wir erhalten die Gerade c als Losung:
3 2
c=10|[+A-| 1 |; AeR.
-5 -3
ElﬂEgﬂEgi
11 11 1 1 11 1 1 1 ]1 T1+x9+ 23 =1
1 203 | == |0 -3 1|2 | =250 =3 ~1|2 |= —3un—u=2
3 -3 14 7 0 -6 —2|1 0o 0 0 |-3 0=-3

Widerspruch! Das Gleichungssystem ist iiberbestimmt! Somit existiert keine Losung.
FOlghCh E1 N E2 N E3 = .



Figure 2: Querschnitt in Richtung des Vek-
Figure 1: Frontansicht der drei Ebenen. tors v = (2,1, -3)T.

3. Gruppen

Aufgabe 7: Sudokuregel
Sei G = {e, a, b} eine Menge. Zeige, dass genau eine Verkniipfung * : G x G — G existiert, mit
der G zu einer dreielementigen Gruppe mit neutralem Element e wird.

Losung

Allgemeine Beobachtung: In jeder Spalte und Zeile einer Gruppentafel kommt jedes Element
genau einmal vor. (,Sudokuregel®) )

Um das zu sehen seinen a, b, c € G (mit G beliebige Gruppe) gegeben, fiir die gilt: axc=0bx*c

1

= e=(axc)bxc) ' =axb = a=b

Dies zeigt die Behauptung fiir Spalten, fiir Zeilen mit ¢ * a = ¢ * b einfach analog.
Mit der Annahme, dass e das neutrale Element ist, folgt sofort:

®le a b ®le a b
ele a b . ele a b
ala 7 2 und Anwendung der Beobachtung liefert: ala b oo
b|b 7 7 blb e a

Dies zeigt die Existenz und Eindeutigkeit der Losung nach Konstruktion. Also existiert genau
eine Verkniipfung * mit der G zu einer Gruppe wird.

Aufgabe 8: Rechnen in Gruppen

Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e.

(a) Es gelte (ab)? = a?b? fiir alle a,b € G. Zeige, dass G abelsch ist.
(b) Es gelte a® = e fiir alle a € G. Zeige, dass G abelsch ist.

Losung
(a) Seien a,b € G.

(ab)?> =a’V* <& abab=aabb << a '(abab)b' = a '(aabb)b?
& (ata)ba(bb™) = (a ta)ab(bb™!) <  ba=ab Va,beG



Also ist G abelsch.

(b) 1. Losungsweg

(ab)? = e = ee = a*b?

Dann folgt mit (a), dass G abelsch ist.

2. Losungsweg

ab=a"'b"" = (ba) ' =ba Va,be G
Also ist G abelsch.

Aufgabe 9: Schnitte von Untergruppen
Sei (G, *) eine Gruppe und Hy, Hy C G Untergruppen von G. Zeige, dass H; N Hy ebenfalls
eine Untergruppe von G ist.

Losung
Wir priifen die drei Untergruppenkriterien fir H; N Hy C G-

(UG1) HiNHy # @, denn z.B. e € Hy und e € Hs, also e € H; N Hy.
Seien nun z,y € Hy N H,.

(UG2) Dann gilt insbesondere z,y € H; und x,y € Hy. Da H; und Hs Untergruppen gilt damit
xxy € Hyund z xy € Hy. Insgesamt also x xy € Hy N H,.

(UG3) Esgilt erneut x € Hy und x € H,. Da H; und H, Untergruppen gilt damit auch 2=! € H,;
und 27! € H,. Insgesamt gilt also 2= € H, N Hy.

Demnach ist H; N Hy eine Untergruppe.

Aufgabe 10: Rechnen mit Permutationen
Berechne o7, 70,0~ ! und 77! fiir folgende Permutationen o, 7 € S:

(1 2 3 45 (1 2 3 4 5
T\ a4321) "TT\24315)
Stelle die Ergebnisse sowohl in Tupel- als auch Zykelschreibweise dar.

Losung

4. Vektorraume

Aufgabe 11: Unterraume

Welche der folgenden Teilmengen M C R™ bilden Unterraume?
(a) Die Menge M = {(z,y,2) € R¥|z +y+ 2z =0} C R,
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(b) Die Menge M = {(z,y) € R?|z? = y*} C R?,
(c) Die Menge M = {(z,y,2) € R3|z = 4z + 5y} C R3.

Losung

(a) M= {(z,y,2) € R¥|z +y + z = 0} bildet einen Unterraum des R?. Beweis:
1) M # @, da 2.B. (0,0,0) € M
2) Abgeschlossenheit unter Addition:
Seien (x1,y1,21), (T2, Y2, 20) € M. Dann gilt:
(1,91, 21) + (@2, Y2, 22) = (1 + T2, 01 + Y2, 21 +22) € M, da

(T1+z)+ (it +(zitz)=@m +y+2)+@+y+2)=0+0=0

3) Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation:
Sei (x,y,2) € M, X € R. Dann gilt:
Mz, y,2) = (Ax, \y, Az) € M, da

M4+ Az=Nz+y+2)=0

() M = {(z,y) € R?*z? = y?} bildet keinen Unterraum des R.
M ist nicht additiv abgeschlossen.
Waihle z.B. (1,1), (1,—1) € M. Dann gilt:

(1,1) + (1,—1) = (2,0) ¢ M, da 4 # 0.

(¢) M ={(z,y,2) € R*|z = 4z + by} ist ein Unterraum des R®. Beweis:
1) M # @, da z.B. (0,0,0) € M
2) Abgeschlossenheit unter Addition:
Seien (x1,y1,21), (T2, Y2, 29) € M. Dann gilt:
(x1,y1, 21) + (@2, Y2, 22) = (¥1 + Ta, Y1 + Y2, 21 + 22) € M, da

Az + z2) + 5(y1 + y2) = 4x1 + 5y1 + 4xs + Dys = 21 + 29

3) Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation:
Sei (z,y,z) € M, \ € R. Dann gilt:
Mz, y,2) = (Ax, \y, \z) € M, da

Az = A4z + 5y) = (4 \x + 5)y)

Figure 3: Darstellung der Menge (a) Figure 4: Darstellung der Menge (b)



Figure 5: Darstellung der Menge (c)

Aufgabe 12: Kurze Vektorraum-Beweise

Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, U C V' ein Unterraum. Beweise folgende Aussagen:
(a) Sei v € V. Dann ist v + U := {v + w|w € U} ein Unterraum genau dann, wenn v € U.

(b) Der Losungsraum eines inhomogenen linearen Gleichungssystems in K™ ist kein Unterraum.
(¢) Fir Unterrdume Uy, Uy C V ist Uy UU, Unterraum genau dann, wenn U; C Us oder Uy C Uj.

Losung

(a) “ = “ Sei v+ U Unterraum fiir ein v € V. Dann ist 0 € v + U also existiert ein w € U
mit 0 = v 4+ w. Daraus folgt w = —v € U und somit v € U.
“ <= “Sei v e U. Zu zeigen ist, dass v + U wieder einen Unterraum bildet. Seien dafiir
v+w,v+u€v+Uund X € K gegeben.

(UGl) v+ U #@,dazB. vev+U.
(UG2) w4+ w)+ (v+u)=v+(w+v+u)€v+Udaw+v+uel.
(UG3) Mv+u)=v+(1=Nv+ uecv+Uda(l-Nv+Iuel.

(b) Die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems enthélt den Nullvektor nicht.
Damit kann sie kein Unterraum sein.

(¢) “ <= “Fiur Uy CU,oder Uy C U, ist die Aussage trivialerweise wahr.
“ = “ Beweis durch Kontraposition: Angenommen es gilt weder U; C U; noch Uy C Uj.
Wibhle uy € Up\Us und uy € Us\U; (was nach Annahme moglich ist). Ware nun u;+uy € Uy
so ware auch us = uy + us — up € Uy was ein Widerspruch zur Wahl ist. Analog kann nicht
uy + uy € Uy gelten, also ist uy +us ¢ Up UUy und damit U; U Us nicht abgeschlossen unter
Vektoraddition. Das zeigt, dass Uy U Us kein Unterraum sein kann.

Aufgabe 13: Kurze Vektorraum-Beweise 2

Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und f,g : V — V zwei lineare Abbildungen mit
f + g = idy. Beweise folgende Aussagen:

(a) Es gilt V = Im(f) + Im(g),

(b) Falls weiterhin gilt Im(f) N Im(g) = {0}, dann gilt auch

Jof=f gog=g, [fog=gof=0.

Losung
(a) o 2 13 :
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Wegen Im(f) € Vund Im(g) C V folgt Im(f) + Im(g) = {v1+vs | vy € Im(f),v2 € Im(g)} C V.

13 g (13 :
Sei v € V beliebig. Definiere v := f(v) € Im(f) und vy := g(v) € Im(g). Dann gilt
v =idy(v) = (f +9)(v) = f(v) + g(v) = v1 + v2 € Im(f) + Im(g).

(b) Sei nun Im(f) N Im(g) = {0} und v € V. Wir zeigen zunéchst fog=go f = 0. Es gilt:
fg(v)) = (id = g)(v = f(v)) = v = f(v) = g(v) + g(f(v)) = v — v+ g(f(v)) = g(f(v)).
Wegen f(g(v)) € Im(f) und g(f(v)) € Im(g) und Im(f) N Im(g) = {0} folgt: f(g(v)) =

g(f(v))=0. Also fog=go f=0.
Daraus folgt: fof=(id—g)of=f—gof=f. Analoggog=g.

Aufgabe 14: Erzeugnis
Betrachte R als Q-Vektorraum und bestimme (N) C R.

Losung
Behauptung: (N) = Q.

“C“:Seiv e (N)dann ist v = Zn: a;v; mit a; € Q und v; € N. Also v € Q.
k=1
oder: Q C R ist ein Q-Untervektorraum mit N C Q. Also gilt (N) C Q.

“D“:SeiveQ,daleNgilt v=wv-1¢€ (N).
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