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1 Wellen-Mechanik & Schroédinger Gleichung

1.1 Wiederholte Messungen

Der Hamiltonoperator H sei zeitunabhiingig und habe Eigenvektoren {|v)} mit nicht entarteten
Eigenwerten F, . Die Observable A habe Eigenvektoren {|m)} mit nicht entarteten Eigenwerten a,,.

a) Geben Sie die Spektraldarstellungen von H und A sowie diejenige des Zeitentwicklungs-
operators U (t,%o) an.

In der Spektraldarstellung sitzen alle Matrizelemente auf der Diagonalen der Matriz. In
BraKet Schreibweise ergibt sich:

0= ZEigenwerMEviﬂEvi\ (1)

Dabei steht Ev fiir Eigenvektoren und wir summieren iiber die i — ten Matrixelemente.
Loésung:

H=Y, B, A=Y, anlm)(ml, U(t.to) =3, exp [~ (t —to) E] 1) {v]

b) Zunichst sei das betrachtete System im Zustand |v). Zum Zeitpunkt to wird A gemes-
sen. Bestimmen Sie den Erwartungswert von A und die Wahrscheinlichkeit, den Wert a,, zu
messen.

Losung: Der Erwartungswert ist gegeben durch:

(A) = (v|A) Zam (v[m)(m|v) Zam [{v|m)|?
——
Wahrscheinlichkeit P

c) Bei der ersten Messung habe sich a,, ergeben. In welchem Zustand befindet sich das
System unmittelbar nach der Messung? Geben Sie mit Hilfe der Spektraldarstellung von H den
Zustand fiir alle spéiteren Zeiten an.

Was ergibt sich speziell fiir |m) = % (ln) + |v2))?

Losung: Unmittelbar nach der Messung ist das System im Zustand |m). Fir die alle spiteren
Zeitpunkte ergibt sich:

(1)) = O (¢, t0) [m) = Zexp[—t—to>E]|u><u|m>

Es folgt also fiir den Zustand |m) = % (|t1) + |va)) durch einsetzen:

[v(t)) = \% exp (fli (t —to) E,,1> 1) + \% exp <fli (t —to) Ew) [v2)

d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, bei einer weiteren Messung zu einem spéteren Zeitpunkt
t, wieder den Wert a,, zu finden.
Lésung: Man projeziert, wie schon in Aufgabe b) den alten auf den neuen Zustand und erhilt:

2

[(m](t) ;

= [Sew -5 e-w m 1wime

Zexp { (t —to) E} (m|v) 1/|m




1.2 Unschirferelation

Das Wasserstoffatom besteht aus einem Proton und einem Elektron. Das Proton kann als ruhend
angesehen werden, da es aufgrund seiner um den Faktor 1834 grofieren Masse eine sehr viel grofiere
Trigheit hat. Auf das Elektron wirkt die anziehende Kraft des Protons. Nehmen Sie klassisch an,
dass das Elektron auf einer Bahn um den Kern kreist. Zeigen Sie mit Hilfe der Unschérferelation,
dass fiir das Elektron ein endliches Energieminimum existiert und schétzen Sie den minimalen
Wert ag des Bahnradius a ab.

Loésung: Die Hamiltonfunktion lautet

2 2
H=FBuw+V=2 " _=F
2m  4dwegr

Die untere Grenze fiir den Bahnradius ist gegeben durch die Unschérferelation AgAp > h/2. Damit
ist

a>Ar, p>Ap
und wir konnen abschétzen:

ap = — p=2

| S

7
2a
Fiir die zugehorige Energie gilt dann:
h? e?
E=Fa)=———-——
(a) 8ma?  4mega
dE h? e?
da |4, dmag  4mepag
1 dmwegh?®

4o = 4 me?

Die vollstéandig quantenmechanische Berechnung ergibt als untere Grenze fiir den Bahnradius den
Bohr’schen Radius

ap = 4ay

Mit diesem kleinsten Radius ist ein Energieminimum verbunden.

2 Eindimensionale Potentialprobleme

2.1 Harmonischer Oszillator
2.1.1 Harmonischer Oszillator 1

Zeigen Sie, dass
s mw

@(q):a(2q2—1)e_7, ¢ =1/ —=

eine Eigenfunktion des linearen harmonischen Oszillators ist und geben Sie den zugehorigen Ener-
gieeigenwert an.
Lésung: Der Hamiltion-Operator lautet:

R d2 omw?

T Tomdz T 2
Es ist ferner &2 & &

mw 1

LN NN R [

@2 hag 173 <dq2 +q>

2

@ =a (49 —2¢° +q)e 7
d? 2 2 4y —Z
d—q2g0(q):a(5—6q —5¢% 4+ 2¢*) e 2



Daraus folgt:

S
I\J‘N

2
- < + q2) o(q) = a (—=5+11¢* — 2¢* +2¢* — ¢*) e”

= 5a (2q2 -1) e™ T =5p(q)
sowie

Hep(q) = gﬁww(q)

©(g) ist also Eigenfunktion zum Eigenwert (5/2)hw

2.1.2 Harmonischer Oszillator 2

Betrachten Sie ein geladenes Teilchen im Potential eines eindimensionalen harmonischen Oszil-
lators. Nehmen Sie an, dass nun ein elektrisches Feld eingeschaltet wird, sodass die potentielle
Energie um den Betrag H' = —¢FEx angehoben wird.

a) Die Schrodingergleichung lidsst sich in diesem Fall durch einen Variablenwechsel direkt
l6sen: y := x — (¢F/mw?). Bestimmen Sie die exakten Energienniveaus.

Loésung:
Aufstellen der Schridingergleichung und lésen mit dem Hinweis bringt folgendes Ergebnis:

7&2@ —+ (;mw2x2 — quE) 1/} = E?/) (2)

2m dx?

Mit dem vorgeschlagenen Variablenwechsel gilt fiir den potentiellen Energieteil:

1 1 EN]? E
—mw?2? — qBx ) = —mw? |y + = —qF |y + =
2 2 mw? w2

1 2 2 2 qF 1 2(qE)2 (qE)2 1 2 2 1(qE)2
= Y Y e et T B T = e

Es folgt fiir die Schridingergleichung und somit die Energieeigenwerte:

R d* 1 5, 1 (gE)?
. - —|paz
2mdx’2+2mwyw [ +2mw2]w
B 1 1 (gE)?
En = (TH_?)M_ 2 mw?

b) Berechnen Sie die Korrekturen der Energieniveaus in 1. und 2. Ordnung.
Losung:

Da wir den Operator & als Kombination von Auf- und Absteigeoperator schreiben konnen gilt fiir
die Korrektur erster Ordnung:

B, = (¢n |H'|¢n) = —qE(n|z|n) = 0

Folglich miissen wir die Korrektur 2.O0rdnung auch berechnen. Diese entspricht genau der Abwei-
chung in den Energieeigenwerten aus a), was durch die folgende Rechnung belegt wird:

9 5 mlz|n)|? E)? & N+ 10mnt1 + V1, Omon—1 2
D ]

= (n—m)



(qE)2 [(n + 1)5m,’n+1 + n(sm,n—l] - (qE)2 (n + 1) n

2mw? = (n—m) S 2mw? (n—(n+1) n—(n—1)
2 2
= (4 0= =51

In der ersten Zeile wurde verwendet, dass nur die Zustinde von Interesse sind fir die gilt, dass
m=n+1, respektive m=n-1 ist. Alle anderen Projektionen sind per Definition null. Ferner lisst
sich dies in einem Kronecker-Delta ausdriicken.

In der zweiten Zeile verschwindet das Summenzeichen, da wir bereits wissen, dass m#£n ist.

2.2 Wahrscheinlichkeitsdichte

Der Parameter z stelle die Position eines Teilchens dar. Kann der Erwartungswert von x jemals
gleich einem Wert sein, fiir den die Wahrscheinlichkeitsdichte P(x) null ist? Nennen Sie ggf. ein
geeignetes Beispiel hierfiir.

Losung: Ja. Wir betrachten z.B. ein Teilchen in einem eindimensionalen Kasten der Linge
d. Das Teilchen befinde sich auf der x-Achse irgendwo in dem Intervall 0 j « | d. Die Wellenfunk-
tion eines Teilchens in dem Zustand n = 2 ist gegeben durch

Pa(x) = \/gsin (277%)

Der Erwartungswert von z ist (x) = d/2, und die Wahrscheinlichkeitsdichte bei d/2 ist P(d/2) = 0.

2.3 Potentialtopf
2.3.1 Potentialtopf 1

Ein Teilchen in einem unendlich tiefen Potenzialtopf hat die anfangliche Wellenfunktion
Y(x,0) = Asin®(rz/a), 0<z<a
Bestimmen Sie A, finden Sie t(x,t) und berechnen Sie (x) als Funktion der Zeit.

Lésung: Wir ersetzen zunichst die Anfangsbedingung (x,0) durch stationire Zustinde
des unendlich hohen Potenzialtopfs. Dazu verwenden wir das Additionstheorem

sin(30) = 3sin(0) — 4sin(0)
Mit diesem gelingt es, die dritte Potenz des Sinus in der Anfangsbedingung durch einfache Potenzen
des Sinus zu schreiben:
sin3 (E) = §sin (E) — 1 (3E)
a/) 4 a 4 a

Damit lautet die Anfangsbedingung:

6.0 = 415 [2n0) - J0ato)

wobei 11 und 13 der erste bzw. der dritte stationdre Zustand des Teilchens im unendlich hohen
Potenzialtopf sind. Die Normierungskostante erhélt man durch Berechnung des Betragsquadrats
von psi. Zu beachten ist hierbei, dass die Eigenzusténde Teilchens im unendlich hohen Potenzialtopf
orthonormal sind und Mischterme daher nicht beriicksichtigt werden miissen:

SR LI PN
w_|A|2(16+16>_16A|_1



Damit ist die Normierungskonstante A = 4/+/5a, und wir kénnen das zeitliche Verhalten von
bestimmen:

'L/)(fat) — %0 2¢1(x)eiEt/h _ wg(ﬁ)eiEt/h}
Der Erwartungswert von z ist dann:
e 9 1 3 FEs— F e
(@) = [ alote 0P de = Ztoh + ol = Soos (T [an @t

Mit (z), bezeichnen wir den Erwartungswert beziiglich des n—ten Eigenzustands. Dieser ist fiir
alle n identisch gleich a/2, wovon man sich leicht {iberzeugen kann.

2.3.2 Potentialtopf 2
Der Eigenzustand eines Elektrons im Kasten der Breite ¢ mit unendlich hohen Winden wird durch

die Wellengleichung
Y(z,t) = \/?/Jl,o(x)l/fl(t) + \/37#2,0(96)1/12(75)

beschrieben. Bestimmen Sie unter der Annahme einer harmonische Anregung

a) die Gesamtwellenfunktion (zeitabhingiger und zeitunabhiingiger Anteil),
b) daraus die Eigenwerte fiir die Energie,
c¢) den Mittelwert der Energie.

_ Y )2 (TN Bt \/Z\/§ T\ _iomen
w(x,t)—\/;\/;sln(lax)e + 5 a51n<2ax)e

b) Hi, = E,t,. Fiir die normierten Eigenfunktionen

P = \/zsin (%m)

Losung:
a)

ergeben sich die Eigenwerte

Damit erhalten wir

*n?m?
E, = W (Y ltn)
Es ist also:
i d FE 4F 4 s
Fl=—7 — —q_
! 8moa?’ un 2 ! Smoa?
¢)
1 4
<E> = gEl + §E2 == 3,4'E1

2.3.3 Bosonen in Potentialtopf

Zwei identische Bosonen werden in einem unendlich hohen Potenzialtopf mit Wénden bei x = 0
und x = a platziert. Ihr Zustand sei das symmetrische Produkt der Ein-Teilchen-Wellenfunktionen

1
[ning) = 7 (In1) [n2) + [n2) n1))



Die Ein-Teilchen-Wellenfunktion in der Ortsdarstellung lautet:

(zln) = dn(z) = \F sin (2 )

Uber ein Potenzial erfahren die beiden Teilchen eine schwache Wechselwirkung
14 (331, .IQ) = —ClVOCS (xl, 332)

mit konstantem V. Berechnen Sie die Grundzustandsenergie in erster Ordnung der
Storungstheorie.
Hinweis:

/00 sin(bx)dz = §x _ 1 sin(2bzx) + 1 sin(4bx)
8 4b 32

— 00
Losung: Die Energiekorrektur in erster Ordnung der Stérungstheorie ist:

ESY = (00 |—aVy6 (x1,22)] 00)

— a/ / ( ) Vo sin (nw;:m) sin? (ngzx2> 0 (21, z2) dzdas
= %/o sin? (nzx) sin? (?) dz

a
=— %/ sin* (mm‘) dx
a 0 a

Mit dem Hinweis ergibt sich

1 4V |3 a . 2nmw 1 dnm “
Eé ) = —7 |:8.’E — msm <a$> + 372811'1 (a$>:|0

4V0 3a - %

a 8 2

Die Energie in erster Ordnung der Stérungstheorie ist

Vo o hr?
EOmEgl—FE,Oﬂ—?)—O: u (1241 - — =

2.4 Allgemeines Teilchen im Potential

Aufgabe: Betrachten Sie ein Teilchen in einer Dimension, das durch den Hamiltonoperator
2
9 p .
H=—+V
2m + V(@)

beschrieben sei. Beweisen Sie folgende Relation:
h2
Z| alz|d)| a’_Ea):%
indem Sie [[#, ], #] berechnen. Dabei bezeichne |a) den Eigenzustand von H. zur Eigenenergie E,,.
Lésung:

1, ],2] = {27171[?32#%],:%] = —g[ﬁ,@] _ "

a> = <a ‘ Hi? — 22HZ + *H ‘ a> = <a ‘ 2F, &% — 22HE

a) =



mit Y |a") {a'| = 1:

:2Z<a\Eai|a’><a/|§3|a>_2Z<a & a’><a’lfc\a>=

H{a'|=E, (a’|

=2 (a|@|d)(d |%|a) (Eq 722| ali|d)?(E, — Ea)

3 Mathematischer Formalismus der Quantenmechanik

3.1 Eigenwertproblem

Aufgabe: Gegeben sei ein normierter Vektor n € R?, der durch die im Bild 1 gezeigten Winkel «
und (8 charakterisiert ist.

Konstruieren Sie einen Eigenvektor des Operators S - n, den wir im Folgenden mit |S - n,+) be-
zeichnen, mit der Eigenschaft:

A h
S~n|S-n,—|—>=§|S~n,—|—>.

Driicken Sie den Vektor als Linearkombination der Bamsvektoren |+) und |—) des Spin-1/2-Systems
mit Spin-Operator S = (5%, 5%, $%) aus. Dabei ist S* = U” durch die Paulimatrizen 6#, fiir
W= x,y, 2 gegeben.

Abbildung 1

Hinweis: Die Losung ist:
|S - n,+) = cos (6) |4+) + sin (g)em |—)

Behandeln Sie das Problem jedoch als Eigenwertproblem (es geniigt nicht zu verifizieren, dass die
Losung die Eigenwertglg. erfiillt.) Es ist nicht notig Rotationsoperatoren zu verwenden.

Loésung:

it = (cos(a) sin(B), sin(a) sin(3), cos(8))

Ly

% -1 = 6% cos(a) sin(B) + &Y sin(«) sin(B) + 6% cos(5)
_ ( cos(f) cos(a) sin(f8) — isin(«) sin(B))
cos(a) sin(f) + i sin(«) sin(f) —cos(B)



- (s )

Wir suchen Eigenvektor zu Eigenwert +% von § - 7i. Wir schreiben diesen als:

[§ 7 +) = W 1)+ 0 |-) = (i”)

. §-ﬁ‘§-ﬁ+>=’j §ii+)
: 5 |57,
= (e H0%e) () =0
D.h.: . e
+ iﬁ(é))e— =0
Bzw

sin(B)e ™
(i) = ("5 )

in?
L2 0P| P = |N|2(” uiaaif;w) B

o 1+ cos?(B) — 2cos(B) + sin’(B)
g (1~ cos(9)?

#NZ% 1 — cos(B)

= (‘1’+) _ 1 (Sin(ﬁ)e‘m (- COS(B))‘W)

v )T/ (1— cos(8))1/2

Nun gilt: 8 € [0, 7] — sin(8/2) > 0,cos(3/2) > 0

C—

=W 1 —cos(p)

2

sin(B/2) = (sin?(8/2))"* = (501 ~ cos()))"

1/2

cos(8/2) = (1 sin?(3/2))""* = (31 +cos(5))) "

1 sin(g) (s’ Y1 ‘
V2 /1T—cos(B) (2(1 — cos(ﬂ))> —Va (1 4 cos(B))

() ()

und : sin(g8) > 0.

D.h.:

10



3.2 Spektralzerlegung einer Matrix

Betrachten Sie die folgende Matrix:

1 27 12 24
A= 1259 8
—24 8 47

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Matrix.
Loésung:
Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms sind die Figenwerte. Man findet

det(MF — A) = A3 — 1922 + 99\ — 81
Mit den Eigenwerten Ay = Ao =9 und A3 = 1. Somit erhdlt man die Eigenvektoren:

1 L 1 -3 1 3

C = — 3 ; C = 1 ) c = _1
(1) V10 o (2) V35 5 (3) V14 )

(b) Wie lauten die Spektralprojektoren?
Loésung:
Der Spektralprojektor auf den Figenraum von A =9 ist

1 5 3 —6
Py = cayclyy + c@)cly = | 3 1B 2
-6 2 10
und der Projektor auf den Eigenraum XA =1 ist
1 9 -3 6
P = C(g)CE;) =—| -3 1 =2
Ble —2 4

(¢) Uberzeugen Sie sich, dass diese alle Eigenschaften von Spektralprojektoren erfiillen.
Lésung:
Die Spektralprojektoren sind offensichtlich hermitesch und haben die Eigenschaften:

P2y=Py, PPy=PyPi=0, Pi+P=1

(d) Berechnen Sie v/A mithilfe der Spektralzerlegung.

Loésung:

Mit den FEigenwerten und Spektralprojektoren kénnen wir eine beliebige Funktion der Matriz be-
rechnen:

f(A) = f(9)Prx=g + f(1)Pr=1

Zum Beispiel ist

L[ 12 3 =6
VA=3P, + P = - 3 20 2
6 2 17

3.3 Spins
3.3.1 Spinzustinde

Betrachten Sie ein Spin-1/2 Teilchen im Zustand

1-2i
= ()

11



a) Bestimmen Sie die Konstante A

1=]AP(1+4+4)=9/A47% A=1/3

b) Wenn Sie S, an diesem Teilchen messen wiirden, welche Werte wiirden Sie dann erhal-
ten, und welche Wahrscheinlichkeiten héitten diese? Was ist der Erwartungswert von S, 7

Es ist moglich die Wellenfunktion % in eine Linearkombination von Spin-up und Spin-down
Zustanden zu zerlegen.

v= (157 ) =a-m (g )2( ] ) ma-zminrn—a-2042-2 @

Um die Wahrscheinlichkeit zu erhalten miissen wir den alten auf den neuen Zustand projezieren.
Allgemein gilt:

P:I:h/Q = |<izneu‘walt>‘2 (4)
Es gilt also fiir +7/2:
Pypje = [(+29) (5)
und —h/2, respektive:
P_pjz = [(=zl0)/? (©)
Folglich ist P /2:
. _ 5
Pinjp = (+2[9)* = [(+2] - (1 = 20)| +2) + 2| = 2)] [P = [1 - 2 = 5 (7)
Da die Wahrscheinlichkeit insgesamt 1 sein muss, folgt P_j/, = % automatisch.

Der Erwartungswert kann wie bereits bekannt aus (1|S,|¢) errechnet werden. Interessanterweise
erhélt man dasselbe Ergebnis, wenn man die Wahrscheinlichkeiten mit den jeweiligen Wahrschein-
lichkeiten multipliziert und anschliefend addiert. Also:

5h 4 h h
s=55+5(3) =15 ®)

c) Far S; und S,7

Analog geht man nun fir S, und S, vor. Zu beachten ist, dass | £ ) und | £+ y) als Line-
arkombination von | £ z) darzustellen ist.
Es gilt fiir | + z):

) = (42 £ [ £ —2) o)
bzw. fir | + y): .
v

Fiir die Wahrscheinlichkeiten erhélt man analog zu b):

| +y) = Z(x+2) [+ -2) (10)

) 13

P+h/2;a: = |<+I|d)>| E

5
P—h/?;m = ‘<7I|w>‘2 = T8

12



2 _ 17
18

1
Ponysy = -yl = —

Woraus folgt, dass die Erwartungswerte folgende Werte annehmen:

13h 5 h 2h
s =f3 1 (73) =5

17h 1 h 4h
S0 =555+ 15 (73) = 5

P+h/2;y = |<+y|¢>|

3.3.2 Unpolarisiertes Licht

Aufgabe: Wir betrachten eine realistische Lichtquelle. Zur Vereinfachung sei der Lichtstrahl
gemischt aus Photonen aus 2 Quellen, wobei jede Quelle Photonen in einem bestimmten Polari-
sationszustand |¥;) bzw |¥s) aussendet. Ein beliebiges Photon kommt mit Wahrscheinlichkeit p;
aus Quelle i, ,> p; =1, i =1,2.

a) Zeigen Sie, dass der Erwartungswert fiir den Spin eines Photons aus diesem Strahl (als das iiber
viele Photonen gemittelte Messergebnis) durch

pu (W [ASwr) + o (W2 | S | w2)
gegeben ist.

Hinweis: Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein einzelnes Photon links oder rechts polarisiert?

b) Wie lautet der Erwartungswert fiir den Spin eines Photons im Zustand
(W) = W) + B [¥s)?

Zeigen Sie damit, dass viele Photonen in diesem einen ZUstand im Allgemeinen von dem in
a) betrachteten Gemisch verschieden sind. Wie miisste man die Form des obigen Zustands
"relaxieren”, d.h. von Photon zu Photon variieren lassen, so dass iiber viele Photonen gemittelt
das Ergebnis von a) erhalten wird? Interpretieren Sie physikalisch.

¢) Unpolarisiertes Licht ist Licht, das mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein einem beliebigen
Polarisationzustand gefunden wird. Zeigen Sie, dass Licht unpolarisiert ist, wenn fiir eine Ortho-
normalbasis {|®1),|®2)} das Licht mit gleicher Wahrscheinlichkeit im Zustand |®1) bzw |®s) ist.

Losung: a) p;: Wahrscheinlichkeit fiir Photon in |¥;) = Wahrscheinlichkeit fiir Polarisation |R)
(Spin S = +1) ist:
pr- [(RIW:) 2+ p2 - [ (R[W2) [

Und fiir |L) (Spin S = —1):
pr- (L) 2+ p2 - [ (L] 2) |2

L (s) = (pu (RIS P+ po (R W) ) )+ (p1| (LI02) 12 + pol (L] W) |2) (1) =

=p1[(1|(|R) (R = |L) (LD|W1) | + po[ (W | (IR) (R| = |L) (L]) | W2) =

13



:p1<\111‘S‘\II1>+p2<\112’5“\112>_
b) |¥) = «|¥;) + B |P2) — Spin-Erwartungswert:
<\I/’S‘\IJ> - (a* (U] + B* <\1/2|)5~. <a|\1,1>+5|%>> _

- |a|2<\111‘3‘\111>+ |5|2<\1:2’5*‘x1/2> +a*ﬁ<\y1‘§‘\p2> +aB <\112‘S‘\112>
Wenn die Mischterme verschwinden, kénnten wir identifizieren (siehe a)):

p1=|al®pa = |8

Fiir festes |a|?,[3]* hingen a*8 und S*a von der relativen Phase der komplexen Zahlen a, 3 € C
ab: a = |ale'®, B = |B|et?s.

= a8 = |a]|Bl¢i¢s =)

(¢p — Pu) ist von 0 bis 27 variabel.

= Wenn wir fiir jedes Photon eine zufillige Phasendifferenz (¢5 — ¢,) € [0, 27| wihlen, und iiber
viele Photonen mitteln, erhalten wir im Mittel: a*8 = 0.

Dann also:

(u]8]w) = o (o] $]wa) w18t (o 5] )
D.h. die Phasenkohérenz (feste Phasenbeziehung) zwischen Zustinden 1 und 2 ist verloren
gegangen.

c) Sei p; Wahrscheinlichkeit fiir |®4), po Wahrscheinlichkeit fiir |®2). Sei py = pa = p.
Wahrscheinlichkeit eine beliebige Polarisation |¥) zu messen:

Pil(T|@1) [* + p2] (U] D2) [ = p( (V] (|P1) (1] + | D2) (B2]) |¥) ) = p (¥|T) =p
=1 da ONB =1

Merke: unabhéngig von |¥)!

3.4 Bra und Ket

Betrachten Sie einen dreidimensionalen Vektorraum, der durch die Orthonormalbasis |1),|2) und
|3) aufgespannt wird. Folgende Vektorzustinde sind gegeben:

la) =4|1) —2|2) —4|3)
1B) = i[1) +2[3)
a) Konstruieren Sie (a| und (3]

Losung:
(af = —i(1] =2@2[ +4@3[; (8] = —i(1] +2(3] (11)

b) Bestimmen Sie («|8) und (8|a) und Zeigen Sie, dass (a|8) = (B|a)* gilt.

Loésung:

14



(alB) = (=i{1l] = 22[ +4@3[)(i[1) + 213)) = (=) (D) (1[1) + (D)(2)(3[3) = 1 + 2i (12)

(Bla) = (=i(1[ +2(3[)(@[1) = 2|2) —i|3)) = (=) ()(1[1) + (2)(=i)(3[3) = 1 — 2 (13)

Es folgt automatisch («|B) = (B|a)*

c) Bestimmen Sie die Matrixelemente des Operators A in dieser Basis. Ist dieser hermi-
tisch?

Losung:
1 0 2
A= 2t 0 —4
-1 0 -2

Wie man sehen kann ist A nicht hermitisch

3.5 Spin 1/2
Fiir zwei Teilchen mit Spin 1/2 berechne man den Erwartungswert
(0-a®0-b)

im Singulettzustand (Straumann 8.2)

Losung: Wir interessieren uns fiir den Erwartungswert (o -a ® o - b),,. dieser muss rotationssym-
metrisch und bilinear in a und b, also proportional zu a - b sein. Zur Bestimmung des Proportio-
nalitétsfaktors wihlen wir @ = b= (0,0,1). Dann ist (- a ® o - b)) = —1, also gilt fiir beliebige
Einheitsvektoren ab

(c-a®o-b)y,=-a-b

Die Rechnung kénnte man natiirlich auch direkt fiir beliebige a, b durchfithren

3.6 Lineare Algebra
3.6.1 Matrixeigenschaften

Aufgabe: Wir bezeichnen die normierten Basisvektoren eines unitdren Vektorraums V' mit
dem Symbol |n),n = 1,...,dim(V), und die dazu konjugierte Basisvektoren mit (n|. Das
Skalarprodukt zweier Vektoren wird mit (u|v) notiert, und wir betrachten Basisvektoren fiir die
gilt (n|m) = 6, . Eine Matrix A wird hermitesch genannt, falls AT = A, eine Matrix wird unitér
genannt, falls U~! = UT gilt. Die Spur einer Matrix ist die Summe iiber ihre Diagonalelemente,
d.h. in unserer Notation: tr(4) = 3" (n|A|n).

a) Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte einer hermiteschen Matrix reel sind und, dass Eigenvektoren
[A),|\) zu verschiedenen Eigenwerten A\ # X\’ orthogonal sind.

b) Zeigen Sie, dass [exp(iA)]! = exp(—iA") und, dass fiir B hermitesche exp(iB) unitér ist.
Beachten Sie dabei, dass das Exponential einer Matrix einfach durch die Exponentialreihe definiert
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wird, als exp(A) =1+ A+ 242 + ...

c) Zeigen Sie, dass tr(ABCD...YZ) = tr(ZAB...Y), d.h. unter der Spur darf zyklisch vertauscht
werden.

Lésung: a) N N
AN = A A

Die hermitesch konjugierte Matrix AT ist definiert durch ihre Wirkung im Skalarprodukt:
(a]B) = (ATa|B) Y]a),|8)
Wir schreiben dies als:

(alAlg) = (AT a)T18) | = (AN)nm = AL,

AN = A (A ®

und
(AJATIA) = (AAA) = ((AAN))" =

— (AN) LA (ay
D.h. fir AT=A: A(AA) =X (AA) = A eR.

(AJAN) =X (AIX)
AJAIN) = (ATAINY = A" (AIN) = A (A[X)

Wegen X £ X folgt: (A|\) = 0.

b)

Bt = B, dann:
(eiB)TeiB — o iB'iB _ ,~iBiB _

(Weil B mit sich selbst kommutiert, d.h. gewhnliche Rechenregeln gelten.)

)

tr(ABC...YZ) = Z = (na|ABC...YZ|na) = Z (na|Alng) (np|Blnc) ... (nz|Z|na) =

na nA,...,NzZ

= > (nzlZ|na) (nalAlng) (npl...Ying) => (nz|ZAB...Y|nz)

nA,...,Nz nz

=tr(ZAB...Y)
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3.6.2 Glaubersche Formel

Aufgabe: Zeigen Sie mit Hilfe von 4 (eAfeB?)

die Glaubersche Formel:

und einer daraus abgeleiteten Differentialgleichung
eAeB — JA+B | 11AB]

unter der Voraussetzung [A, [A, B]| = [B, [A, B]] =
(A = A und B = B sind Operatoren)

Lésung:
Def.: U(A, B,t) = eAteB!

diU(A,B,@ — AU+ B)eP' = (A + B)U(A, B,t) — [B,U(A, B,1)]
[B,U(A, B,t)] = [B,e*eP"] = [B,e]e"" = [B, AJte'e”" = 1[B, AJU(A, B, 1)

U(A, B,t) = (A+ B —[B, A))U(A, B,t)

Q.‘g‘

Losung der DGL:
U(A7B7t) (A+B)t 7115 [B,A] + UO

(beachte dabei: [A + B, [B, A]] = 0)

Vergleich mit Def. bei t = 0 gibt: Uy =0

Bei t = 1 erhalten wir so:
1
eAteBt _ €A+BeE[A’B]

3.7 Fouriertransformation

Aufgabe: In der QM wird uns die Fourier-Transformation regelméflig begegnen, wenn wir zwi-
schen Orts- und Impulsdarstellung der quanten-mechanischen Wellenfunktion wechseln. Dies wird
uns erlauben Differentialgleichungen auf einfache algebraische Gleichungen zuriickzufiihren und
Symmetrien quantenmechanischer Systeme (Translationen in Raum und Zeit) auszunutzen.

Wir definieren die Fouriertransformation fiir Funktionen f, die im Unendlichen ausreichend schnell
verschwinden:

F(k)=Ff = \/% /_oo dz e~ f(x)

dk e F ().

po L
fay=rr=—["

a) Zeigen Sie die Konsistenz unserer Definition, d.h. dass:

F'Ff=fud FF'F=F.

b) Zeigen Sie die Parsevalsche Identitét:

/ dz f*(z / dk F*(k)G(k).
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c) Zeigen Sie, dass Ableitungen von der Fourier-Transformation in Produkte verwandelt werden:

F(k) = Ff = F(df Jdz) = ikF (k).

d) Gegeben sei
o0
oa) = [ e’ pla o)1),
Zeigen Sie das Faltungstheorem:

Fg(k) = vVernFp(k) - Ff(k).

Loésung:
a)

FIFf= r/dk M Ff(k) = ;/dk ezky/daz T f(x)

1 o , 1 )
6(z) = %/ dt et = 5 /dke“’“(y‘w) =4(y— )

Wir wissen:

= F'Ffly) = /da: f(x)o(y—2z) = fly)
Dh F'F=1

b) Losung 1:

o Zeige, dass (flg) = [~ dx f*(z)g(z) ein Skalarprodukt auf dem Raum der Funktionen
bildet.

e Zeige, dass F ein linearer Operator ist, der auf Funktionen wirkt.

o Zeige, dass FT = F~! (siche a))

= Nachdem foo f*(x)g(z) = (flg) und ffooodk; F*(k)G(k) = (Ff|Fg) und
(FflFg) = <f|J-'TJ"g> (fl9)-

Losung 2: explizite Rechnung

/dk F*(k)G(k) = %/dk/dw/dy eFre= kY £ (1) g(y) = /dx/dy& z—y)f /dxf

F(k) = Ff
() = 7 [Lae 1w

d) Faltungstheorem:

H~

L z f(x) (—ik)e " =4
\/ﬂ/d f(@) (~ik) KF (k)

:axefikz

e \/% _OO dz e_ik‘zp(i)\/% /_00 dz' e f(a') = V2rFpk) - Ff (k)
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4 Dreidimensionale Probleme

4.1 Das Wasserstoffatom
4.1.1 Stark-Effekt

Betrachten Sie ein Wasserstoffatom in einem homogenen elektrischen Feld entlang der z-Achse.
Der gesamte Hamiltonoperator fiir diese Versuchsanordnung besteht aus einem Beitrag Hy fiir das
Wasserstoffatom und einer Storung Hy = eET, sodass

N N N ?2 e2 .
H:H0+H1:7—f+€|E‘g
2m 7

a) Bestimmen Sie die Energieverschiebung des Grundzustands |100) des Wasserstoffatoms in nicht-
entarteter Stérungstheorie.

Loésung:

Zundchst wird die Wellenfunktion konstruiert (siehe Wikipedia, Formelblatt, etc.):

1

Va3

|100) = tp100(7) = e~r/a (14)

Man erhdlt fir die Energieverschiebung (Jacobi-Determinante nicht vergessen!)
. 1
El = (100 |H'| 100) = |E| /xcos(@) 100 (7)|* Az = eEext? /efzr/a(r cos 0)r? sin Odrdfde
T

Das Integral ist leicht losbar, weil foﬂ cos fsin 0df = #H = 0. Folgt fiir die Energieverschiebung
El=0

b) Der erste angeregte Zustand ist vierfach entartet: |2,0,0),]2,1,0),|2,1,—1),]2,1, 1). Bestimmen
Sie mit Hilfe der entarteten Storungstheorie die Korrekturen erster Ordnung fiir die Energie. In
wie viele Energieniveaus wird Eo aufgespalten?

Loésung:

Wieder ermittelt man die Wellenfunktionen:

1 1 r
1) = - - = (1 _ 7) —r/2a
1) =200 = Z==o 2a) °

1 1 .
—r/2a . 0 ip

re sin fe
v/ma 8a?

1 1
13) = 1210 = e "% 086

12) = tpo11 = —

1 1 .
[4) = g1_1 = ———re /2 sin e

Die Diagonalelemente entfallen alle, da die 8-Integrale zu Null werden:
/ sin” 0 cos @ sin df = 0; / cos? 0 cosfsinHdf = 0
0 0

Die nicht Diagonalelemente mit ¢-Integrale verschwinden ebenfalls:

2r 2 )
/ edg = 0;/ e dg =0
0 0
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Das einzige nichtverschwindende Element ist (1|H.|3) bzw. das komplez-konjungierte davon. Wir
lésen einfach mal und behalten im Hinterkopf (*) fooo 2"e Fdx =n! :

1 1 1
(1|HL|3) = eEoxs / (1 4 ) e "/20e"/20 cos O (r cos 0)r? sin Odrdfde

1
\/27ra%\/27ra@ 2
€Fext T 2,4 . o r _ 4
= 2 (1 _ 7) r/a
27ra8a3( ) [/0 cos Gsmﬁdﬁ} /0 5, )¢ T dr

Eoxt 2 <o, 1 [ 5 _ Eox 1
= et 2 / rhe /00 — — riem/adr b = ST (4105 — 518 (%)
8@4 3 0 2a 0 12@4 2a

eFex 5
= 12a4t 24a° (1 - 2) = eaFoxt(—3) = —3aeFext

Die Matrix ergibt sich also zu:

W = —3aeF ;oderM = —36|E|a0

o= O O
OO = O
SO O
O O O O
O O OO

oo oo
SO O
o O o o

c¢) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren dieser Matrix. Was ist die Interpretation
der Eigenwerte? Geben Sie die korrigierten Energien des vollstéindigen Problems bis zur ersten
Ordnung an. Welchen Effekt hat das elektrische Feld?

Losung:

Um die Determinante zu berechnen kann man nur die ober linke 2 x 2 Matrix von M betrachten:

0 =det(M — A1) = \? ()\2 - (3ean)2)

Die FEigenwerte sind also 0, £8 e E ay. Wie man FEigenvektoren ist aus LinAlg bekannt und es
folgt:

1 1
V2 V2

The eigenvalues of M are the first oder energy corrections to the unperturbed energies, and the
eigenvectros of it are linear combinations of the eigenvectors of the unperturbed problem. The
electric field thus splits two of the energy levels proportionally to its strength, lifting the degeneracy.
the proportionality is a direct result of using first order perturbation theory and justifies the name
linear’ Stark effect.

d) Berechnen Sie den Erwartungswert fiir das elektrische Dipolmoment in jedem dieser Zusténde.

0:12,1,—-1), 0:]2,1,1), 3eEag: —(]2,0,0) —[2,1,0)), —3eEag: —(|2,0,0) + [2,1,0))

Losung:

Das Dipolmoment ist definiert als p, = —er. Fir die Figenzustinde mit Figenwert 0, gelten wieder
die selben Symmetrieargumente wie in b) (¢-Integral, diesmal aber cos und sin statt e-Funktion),
also verschwindet hier das Dipolmoment:

1 1 ) rsin @ cos @
(Pe)ojy = —€——— /rQe_T “sin@ | rsinfsing | r?sinOdrdfde
ma 6da rcosf
2m 2m
/ cos ¢pdo = / sin ¢d¢ = 0,
0 0
g AT
/ sin® 0 cos 0df = |22 i =0
0 4 o
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Also ist <p8>2/4 = 0. Es miissen also noch die Dipolmomente fiir die Eigenwerte ungleich 0 ber-
rechnet werden:

(Pe)y = —%e / (11 & 13) (r)r? sin Odrdfde

= —leLL / Kl — L) + ~ cos 9} ’ e‘”“r(sin& cos ¢t + sin 0 sin ¢j + cos 9/%)7“2 sin Odrdfd¢
2 2ma4a? 2a 2a J

Nur die k-Richtung wird nicht 0:
ko1 2
= *E7727T Kl — L) + - cos 9} r3e"/% cos O sin Odrdd
2 2ma 4a? 2a 2a

Weil foﬂ cosfsin6df = foﬂ cos® Osinfdf = 0, bleibt nur noch der mittlere Teil der binomischen
Formel zu berechnen

(Pe)y = —%127 <:|:1> / (1 — 2L> rcos Or3e "% cos O sin Odrd

8a a a

=F (8%]%) [/0Tr cos? QsianG} /OOO (1 — é) rte /ey = F (8%@ % [4!a5 — 21(15!a6]

~ 1 5 .
= ——)24a° (1-2 ) ==
Fek <12a4) a ( 2) 3aek

4.1.2 Uberlagerung von Wasserstoffeigenzustinden

Es seien |nlm) die auf eins normierten Eigenzustinde des Wasserstoffatoms. Dieses befinde sich in
dem durch den Ket

) = %(4|100> +3]211) — [210) + V1021, —1))

beschriebenen Zustand.

a)Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, den Wert L. = 0 zu finden?

Lésung:

Die Terme des Zustandes sind gemeinsame Figenvektoren der wvertriglichen Observablen
H,L? und L, und deshalb sind die Quadrate der Entwicklungskoeffizienten gleich den Wahrschein-
lichkeiten fiir das Auftreten der verschiedenen Kombinationen von Quantenzahlen:

_16 _9
Pioo = 36 P211 = 36
1 10

DP210 = 36 P21—1 = 36

Somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Messung von m = 0 gleich p1oo + p210 = 17/36.

b) Was sind die Erwartungswerte von H ,L? und L?
Losung:

(H)y =Ry (pmo + i (p211 + p210 +p2171)) = %Ry

¥
L2
<L > = 2h% (pa11 + P210 + P21-1) = %

= h(pa11 — p21-1) = — 95
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4.1.3 Bahndrehimpuls

Warum hat das Elektron im 1s-Zustand keinen Bahndrehimpuls?
Lésung: Der Drehimpuls ist
LP=L2+L+1L2

und nach der Bohr’schen Theorie gilt
L=nh, n=12,...

Damit hétte ein s-Elektron einen Bahndrehimpuls. Dann wiirde aber nach der ersten Gleichung
gelten:
L=h, L,=0, L,=0, L.=h

d.h. alle Komponenten und der Gesamtwert von L wéren scharf bestimmt, im Widerspruch zur
Unschiérferelation. Nach der Quantentheorie ist aber der Gesamtdrehimpuls einfach

L=Il+1)h

und damit fir das s-Elektron (mit I = 0) gleich null.

4.2 Spinpréizession im Heisenbergbild

Betrachten Sie die Spinprézession eines Elektrons im in einem homogenen Magnetfeld beliebiger
Raumrichtung im Heisenberg-Bild.
a) Zeigen Sie dafiir zunéchst, dass ( fiir g = 2) gilt:

ds

E:WLéXS

wobei wy, die Larmorfrequenz und é ein Einheitsvektor des Magnetfelds ist. Leiten Sie daraus die
explizite Form von S ab.

Losung:

Die Heisenberg-Gleichung fiir die Zeitentwicklung der Komponenten des Spinoperators ist

dsS; i[H,SE} _1i {geng',S'q;]

dt h h | 2uc
i ge PN
- z]:Bj [Sj,Si]

- i ge . A
= ﬁT/LC ;leﬁsjiksk

_ 9° B, S
_Q—szk:e”kB]Sk

also R
ds ge . R
— =—BxS=wLexS
ar 2/LC X wr.e X
Man hat somit R
ds -
E = (JJLé x S

Man hat somit . .
dS =wrdte x S

Dies beschreibt eine infinitesimale Drehung um die Achse € um den Winkel —wrdt Fiir die
Zeitabhéngigkeit von S folgt

5(t) = R (e, —wt) 5(0)
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mit der Drehmatrix R.

b) Untersuchen Sie dann speziell die Erwartungswerte der Spinkomponenten fiir den Fall,
dass (S1)(0) = h/2 ist und das Magnetfeld in z-Richtung zeigt.
Losung:
Fiir die Erwartungswerte folgt R .
(8(1)) = R (&.—wrt) (8(0))

und fiir eine Drehung um die z-Achse ist speziell

cos (wr,t) —sin(wrt) 0
R(é,,—wit) = | sin(wpt) cos(wrt) 0
0 0 1

Damit ergibt sich

<§1(t)> = gcos (wrt)
<S’2(t)> = gsin (wrt)
<S'3(t)> ~0

Der Spinvektor dreht sich also in der z-y-Ebene

5 Quantenmechanische Stérungsrechnung

5.1 Spin-Spin-Kopplung

Das Positronium ist ein Zwei-Teilchen-System aus einem Elektron und einem Positron, dessen ge-
bundene Zusténde denen des Wasserstoffatoms dhneln. Betrachten Sie nur die Spin-Freiheitsgrade
des Systems, die unter Einwirkung eines externen magnetischen Feldes durch folgenden Hamilton-
operator beschrieben werden:

N AN B /. N
H = ASl . 52 + 67 (Slz - SQZ)
mc
A ist eine positive Konstante und S, (52) der Spinoperator des Elektrons (Positrons). Der
Gesamtspin ist S = §1 + gg

a) Driicken Sie die Eigenzustinde |sm) von 52 und S, durch die Eigenzustédnde der nicht
gekoppelten Einteilchen-Spins aus.

Loésung:

Komisch formulierte Frage. Was die Aufgabe sehen wollte sind die Linearkombinationen von
Spin-up und Spin-down in einem Zwei- Teilchen-System. Es gibt vier Einstellungsmdglichkeiten,
wenn man die Reihenfolge beachtet:

[ 1) (m=1)
[t} (m=0)
[41) (m=0)
W) (m=-1)
Fiir | = 1 ergeben sich also folgende Zustinde:
[11) = [ 11)
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1
ﬁ“ T +141)

-1 =1
Und weil der |10) senkrecht auf |00) stehen muss:

110) =

00) = —=(114) | 449

b) Bestimen Sie die Eigenwerte von H bei verschwindender Magnetfeldstirke, B=0. Der
Energieunterschied zwischen dem Grundzustand (S=0) und dem angeregten Zustand (S=1) wurde
experimentell bestimmt und betrigt AE = 8.41 x 10~ %eV. Bestimmen Sie die Konstante A.

Loésung:
Aus B = 0 folgt m = 0. Wir miissen uns also nur die Zustinde anschauen mit Magnetquantenzahl
m = 0. Mit Hilfe von: . . L

S? = (Sl +52)2 :‘5112_1_5«22_'_25«1.52

Also ldsst sich der Hamiltonion schreiben als:
B = AS, -5 = %(stsffsg) (15)
Erinnerung: S%|s,m) = h%s(s + 1)|s,m). Also folgt fiir |10),]00)
S210) = 2h%[10)  S%|00) = 0/00)
Fiir die anderen gilt:
S7(00) = ¥|00> St|10) = 3%2\1@

3h2 3h2
S2100) = T|00> S2|10) = T\10)

Wie kommt man darauf? Wichtig ist das diese Operatoren nur auf einen der Spins wirken. S?wirkt
also nur auf den ersten Spin von | 11). Beispiel:

I 2 _L 2 2
E(Sﬂ ™)+ 511N = \/§(|(Sl NH+ISTH M)

Ab jetzt geht es wieder normal weiter wie beim S? Operator. Obacht: Spin-up und Spin-down haben

beide s=1
1 (3n? 3n? 3n?
NG (4| N+ ¢T>> = —100)

2
Analog fiir die anderen. Setzt man das nun ein erhdlt man fir die Energiedifferenz:

S2100) =

3% 3n*. A 3R 3R* h* 3R _4eV
AB=Z0W - "0 = 50) = 5050 = 50) = TA+ oA, A=841-107" 0

c) Bei endlicher Magnetfeldstéirke betrachten wir den zweiten Term auf der rechten Seite des
Hamiltonion als Storung. Stellen Sie die Matrix des Storoperators in der Basis |sm) auf. Zeigen
Sie, dass die Energieverschiebungen in erster Ordnung Stérungstheorie verschwinden.

Loésung:

Wie man leicht zeigen kann verschwinden alle Matrizelemente, aufler wenn |00) auf |10) abgebildet
wird und umgekehrt (da komplex-konjungiert).

(812 = $2:)100) = (812 = S2:)7=(1 1) = | 11)

24



Wieder wirken die Operatoren nur auf den ersten bzw. zweiten Spin. Es folgt:

=5 (5110 + 314 + 5100 + 5141 ) = o)

Die Matriz ist also:

0 01O

heB| 0 0 0 0

W= me 1 0 00
0 0 0 O

d) Berechnen Sie die durch das Magnetfeld verursachten Energieverschiebungen in 2. Ordnung
Storungstheorie.

Lésung:

Da nur die Zustinde |00) und |10) aufeinander abgebildet werden, sind nur diese ungleich null.

2B2 232
E|(023> - 2 2.2’ |(12(2> = - i E(2ﬂ): =0
h2m?2c h2m?2c¢? [1£1)
5.2 Diagmagnetismus
a) Berechnen Sie die Energieverschiebung durch den diamagnetischen Term H = h2A —
q BLg +3. I B2Q2 +q¢ in einem wasserstoffartigen Atom im Grundzustand in der ersten Ordnung
Storungstheorle.
Losung:
Der Storoperator ist hier
2 2
gy € 22 € 59 0 .09
HY = 8,uc2B o = 8,ucQB 7 sin”

In der ersten Ordnung der Storungstheorie ist der Erwartungswert dieses Ausdrucks zu bilden, d.
h. das folgende Integral zu berechnen:

o2
8uc?

EQ) = B2 / AV [th100(2)[* 72 sin? 9

Da die Grundzustandswellenfunktion sphérisch symmetrisch ist, konnen die Winkelintegrationen
sofort ausgefiihrt werden:

1

/dQsinQﬁ = 27r/ dcos (1 — cos219) = 8%
-1

und man hat

7'{'62

* 9 2 9
rdr [100(z)|" 7
3puc? /0

bzw., wenn man die explizite Form der Grundzustandswellenfunktion einsetzt,

2 [ee]
vy € 2 —2r/ai, 4
Elpo = 3uc2a%B /0 dre=2r/aiy

(1)
Eioo =

Mit der Substitution r = xap/2 vereinfacht sich dies zu

1) 6 a T
E£00 96,1 1032 Bz/ dze™

Das Integral ergibt einen Faktor 4! = 24; insgesamt hat man

2,2
e“ag o

1) _
EIOO - 4/-1162
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b) Zeigen Sie, dass der Stéroperator im Unterraum der ersten angeregten Zusténde (n = 2) diagonal
ist.
Loésung:
Der Storoperator hat positive Paritit, die Zustinde jeweils die Paritit (-1)¢. Insgesamt hat man
somit

Pim|HMD20m") = (=1)+ (20m|HD|20'm’)
Die Matrixelemente verschwinden also nur dann nicht, wenn £ + ¢’ eine gerade Zahl ist. Dies ist
bei n = 2 nur moglich, wenn £ = ¢ =0 oder £ = ¢ =1 ist.
Aufiderdem héngt H® nicht von ¢ ab. Bei der Berechnung der Matrixelemente wird also nur {iber
ei(m=—m")e integriert. Dieses Integral verschwindet nur fiir m = m’ nicht. Die einzigen Matrixele-
mente, die fiir n = 2 nicht verschwinden, sind deshalb diejenigen mit ¢ = ¢ und m = m’, und
damit ist der Stéroperator im Unterraum dieser Zusténde diagonal.
c) Ermittlen Sie welche Matrixelemente bei den zweiten Zustéinden (n = 3) mit magnetischer
Quantenzahl m = 0 nicht verschwinden. Warum ist es moglich, sich auf diese zu beschrénken?
Finden Sie die Energieverschiebungen in erster Ordnung.
Lésung:
Zunichst muss wie in Teilaufgabe (b) m = m’ gelten; Zustéinde mit verschiedenem m mischen
untereinander also nicht, und damit ist es moglich, sich auf einen bestimmten Wert von m (hier:
m = 0) zu beschriinken. Wie in Teilaufgabe (b) folgt auch, dass ell = ¢’ eine gerade zahl sein muss.
Im Gegensatz zu Teilaufgabe (b) hat man nun aber auch nicht verschwindende Matrixelemente
fiir £ = 0 und ¢ = 2 bzw. umgedreht, zuséitzlich zu denen mit ¢ = ell’ = 0,¢ = ell’ = 1 und
¢ = ell’ = 2. Fiithren wir die Abkiirzungen

By = (300|H™M|300)

ein, so bleibt eine Matrix der Form

Eypw 0 Ep
FE = 0 Fi1 0
Ey 0 Eyp

Dabei muss Epz = E3, gelten. Genauer: Da m = 0 ist, sind die Wellenfunktionen alle reell, also
sind allee Eyp reell und damit muss sogar Eps = Fag gelten.
Diese Matrix muss nun noch diagonalisiert werden. Die Eigenwertglechung ist hier

Ego — A 0 Epo
det 0 E11 - A 0 =0
E20 0 E22 - A

was auf

(Eoo — A) (B11 — A) (Bag — A) — Eg2 (E11 — \) Eyp =0

fiihrt. Eine Losung dieser Gleichung ist offensichtlich \; = E1; es bleibt dann noch die quadratische
Gleichung
A2 — (Ego + E22) A+ EgoE22 — EgaEag =0

Eyo + E Eoo — Foy \ 2
Azgmi\/<0022> \ EopEa

mit den Losungen

’ 2 2

Diese Eigenwerte A 23 sind die gesuchten Energieverschiebungen in der ersten Ordnung der
Storungstheorie.

5.3 Harmonischer Oszillator mit harmonischer Stérung

Auf einen eindimensionalen harmonischen Oszillator ( Masserm, Eigenfrequenz wy), der in z-
Richtung schwingt, wirke nur zwischen den Zeiten t; und ¢, das zusétzliche Potenzial

V(z) = —xFcos(wt)
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ein mit einer reellen Konstanten F. Berechnen Sie in der ersten Ordnung der zeitabhéngigen
Storungstheorie die Wahrscheinlichkeit, dass das System zur Zeit ¢ > t5 im angeregten Zustand n
befindet, wenn es fiir ¢ < ¢; im Grundzustand war. Betrachten Sie auch die Ubergangsraten im
Grenzfall At =t9 —t; — 00

Hinweis: Verwenden Sie fiir die Berechnung des Matrixelements Auf- und Absteigeoperatoren.
Loésung:

Der Stérterm im Hamilton-Operator ist durch das zusétzliche Potenzial gegeben:

HWY(t) = —&F cos(wt)
Wir benétigen die Matrixelemente
(n|HD(t)|0) = —F(n|2|0) cos(wt)

Driicken wir den Ortsoperator durch Auf- und Absteigeoperatoren aus:

(| O )[0) = —F/ 27:;0 (nla + a'|0) cos(wt)

Der Absteigeoperator angewendet auf den Grundzustand ergibt null; es bleibt also nur der Term
mit dem Aufsteigeoperator. Dieser ergibt

(n|HD (1)|0) = —F

n|1) cos(wt
g (1) cos)
es konnen somit nur Uberginge in den ersten angeregten Zustand stattfinden.

Nun ist noch das zeitintegral zu berechnen, um den entsprechenden Entwicklungskoeffizienten zu
erhalten:

I A ,
cro = & / (| FTD (1) 0y~ 10t
ih Jy,

mit

B B0 hen(3 -

L\')h—t
S—

:wo

iF [ h " w0t
=/ t)e 0t
0= 5 g /t1 cos(wt)e

Das Integral kann leicht ausgefiihrt werden, wenn man den Cosinus mittels der komplexen Expo-
nentialfunktion ausdriickt:

iF h ta . .
c1p = L\/ 2mw0 / (e +e ) e 0tdt
_ / 1 w—wop) + efi(wfwo)t) dt
V 2mw0

1 w—wp)/2 _ el(u.)fw)t

2h 2mw0 ( W — wp
e*i(w+wO)t2 _ e*i(&)ﬁ*wo)tl )

St
> w\w

also

w + wo

Nun schreiben wir
ei(W7w(])t2 _ e*i(&lﬁ*wo)tl
— gi(w—wo)(ta+1t1)/2
. (ei(w—wo)((r—tl)/2 _ ei(w—wo)(tl—fz)/Q)

= jeile—an)l gip ((Lems0)at)
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Mit t = (t; +t3)/2 und At =t — t; und entsprechend beim zweiten Summanden. Es bleibt

. _iF |k ellw—wo)7 sin (w—wo) At
0= 2mwy \ w — wy 2
—i(w+wo)t
+e sin<(w+W0)At>>
w ~+ wy 2
Die Ubergangswahrscheinlichkeit ergibt sich dann als Betragsquadrat dieses Ausdrucks:

2 sin? (%) sin? ((WL;)M)

P =

0 2miwg (w— w0)2 (w+ w0)2

sin ((w_‘;")m) sin ((w+“2’°)At>
+2 cos(2wt)
w — W w + wo
Fiir At — oo ergibt dies
F? AN AN
Pl() 72mh¢u0 (26 (w — LL)O) -+ 75 (W -+ (JJO)

+2cos(2wt) - o (w — wp) - 70 (w + wp))

Da sicher w + wo > 0 gilt, bleibt schlieBlich nur der erste Term {ibrig und man hat die
Ubergangsraten

_7F 2
- 4mhw0

I'no 0 (W - WO) On1

Die Ubergangsraten verschwinden also entweder ( fiir w # w'o) oder sind unendlich grofl. Dieses

physikalisch eigentlich unsinnige ergebnis folgt, da wir hier ja Ubergénge in ein diskretes Spektrum
betrachen statt in ein Kontinuum.
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