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1 Aufgabe 1

Ein Kreiskegel (homogen verteilte Masse m, Hohe h, Radius r der Grundfliche) liegt
in einer Ebene und rollt gleichférmig um seine Kegelspitze. Ein Umlauf benotigt
die Zeit 7. Driicken Sie die kinetische Energie T}, des Kegels in Abh#ngigkeit der
beschreibenden Parameter aus.

Loésung

Das Kegelvolumen ergibt sich zu:
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Die Nichtdiagonalelemente des Tragheitstensors verschwinden aufgrund der Symme-
trie des betrachteten Problems, wir miissen also nur die Diagonalelemente berechnen:
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Die kinetische Energie setzt sich zusammen aus der Rotation des Kegels um seine
Spitze mit der Winkelgeschwindigkeit w; = 27”, die senkrecht auf der Ebene steht
und der Rotation des Kegels um seine Symmetrieachse. Die Winkelgeschwindigkeit
der Rotation um die Symmetrieachse bezeichnen wir mit wy = <F¥=+= h2+r . Thr Vek-
tor zeigt in die negative €,-Richtung. Nun stellen wir die momentane (gesamte)
Winkelgeschwindigkeit «J = @J; 4+ WJo dar, indem wir die vorher bestimmten Winkel-

geschwindigkeiten vektoriell addieren:
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Daraus finden wir die Komponenten w, und w,, welche wir nutzen, um die kinetische
Energie auszudriicken:
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2 Aufgabe 2

Betrachten Sie eine Vollkugel und einen Vollzylinder (jewils mit Radius R) auf ei-
ner schiefen Ebene. Bestimmen Sie das Trigheitsmoment einer Vollkugel und eines
Vollzylinders um deren jeweilige Symmetrieachse. Ermitteln Sie nun die kinetische
Energie und berechnen Sie daraus die Rollzeiten der beiden Korper (in Abhéngigkeit
vom Neigungswinkel «). Vergleichen Sie die beiden Rollzeiten.

LGésung

Zunichst berechnen wir die Trrégheitsmomente, beginnend mit der Vollkugel.
Wir benutzen die Substitution & = cos 9.

M
O = v /d3r(:v2 + %)

M R ™ 2m
= % dr/ dﬂ/ der? sin ¥r? sin® ¥

2R3/ drr/dfl—

M
= — /dgr(a;Z +4?)

2w
RQh dz/ drr/ de
M

:73

Die kinetische Energie FE der beiden Korper setzt sich jeweils aus einem Translati-
onsanteil des Schwerpunkts und einem Rotationsanteil zusammen. Wir erhalten fiir
die Kugel:
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Hierbei haben wir die Rollbedingung s = Ry verwendet.

Fiir den Zylinder ergibt sich:
3. .
Ez = ZMSQ

Die potentielle Energie beider Korper ist gleich:
Upot = Mg(ssina + R cos )

Damit erhalten wir als Lagrangefunktionen und daraus folgend als Bewegungsglei-
chungen:
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Die Beschleunigung der Kugel ist also grofer als die des Zylinders, weshalb sie auch
schneller unten ist.
Die Rollzeit T' der Korper von s = sg bis s = 0 betrégt:
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3 Aufgabe 3

Betrachten Sie drei auf einem Ring (Radius R) angeordnete Massenpunkte (Masse
m), die jeweils durch gleich lange Federn mit Federkonstante f verbunden sind. Im
Ruhezustand sollen die Federn ihre Ruhelédnge haben. Stellen Sie die Bewegungsglei-
chungen fiir dieses System auf und l6sen Sie diese. Erklédren Sie die Komponente(n)
der Losung.

Hinweis: Uberlegen Sie, wie die Auslenkung der Federn dargestellt werden kann und
nutzen Sie die Matrixschreibweise, um die Eigenfrequnezen des Systems zu bestim-
men.



Losung

Wir kénnen das Geschwindigkeitsquadrat des j-ten Massenpunkts durch vjz = R2<p'j2
ausdriicken. Damit ergibt sich die kinetische Energie:

T = §R2(8012 + po? + f3?)
Nutzen wir

R(p2 — 1), R(psz— w2, R(p1—3)

als Dehnung der Federn, erhalten wir die potentielle Energie:

U= §R2 [(g@g — g01)2 + (g3 — 902)2 + (1 — 903)2]

Unter Anwendung der Euler-Lagrange Gleichungen
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erhalten wir die Bewegungsgleichung in Matrixdarstellung:
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Mit dem Standardansatz @ = @e’* fiihrt dies zu:
wid = Ad

Wir berechnen die Eigenfrequenzen w des Systems (abzulesen aus dem charakteri-
stischen Polynom):
3f

w1:0, Wy = W3 = R

Bestimmen wir nun noch die zu den Eigenfrequenzen gehoérenden Eigenwerte, konnen
wir die allgemeine Bewegungsgleichung angeben:

p1(t) 1
QDQ(t) = 1 (a1 + Ult)
e3(t) 1

Drehung aller Massenpunkte
ohne Beanspruchung der Federn.
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Ein Massepunkt ruht, die beiden
anderen schwingen gegenphasig.



