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1 Drehimpuls und Energie im Kraftfeld

Fiir welche Kombinationen der Parameter a, b, ¢ gelten im Kraftfeld

—

F(7) = (aa:2 — 42, 2bzy, cz),

der Erhaltungssatz des Drehimpulses L oder der Erhaltungssatz der Energie E?
Bestimmen Sie gegebenenfalls das zugehorige Potential U (7).

Loésung: Das Kraftfeld sei
ax? — 12
F= 2bxy

(674

Drehimpuls ist erhalten, falls L= %(F x p) = 0 gilt.
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Es gibt Kombinationen von a,b,c, sodass 7 X F=0 gilt. Drehimpulserhaltung ist

somit erhalten! z.B. a = yiﬁ‘”, b=1/2z,c=1.

Energieerhaltung fordert rotF = 0:

0/0x ax? — y? 0 , 0
9/dy | x 2bxy = 0 = 0
0/0z cz 2by + 2y 0
ax?® —y?
=b=-1,F= 2bxy ist ein konservaties Kraftfeld und damit gilt auch Energieerhaltung.
cz

Um aus einem gegebenen konservativen Kraftfeld ein potential zu bestimmen, ver-
wenden wir aus der Vorlesung

U() —Ul(rg) = —/ di" - F() fiir beliebigen Weg von 7 nach 7



Wir wéhlen 75 = 0 und als Verbindungsweg eine Gerade:
1 —
U(r) = —/ drr- F(< taur), dr = rdr
0

1
= / driz(az® — y*)12 — 229%7% + c2°7]
0

= —%xS + xy? — 522
Und damit
a s 2 2
U(r) = —3r Iyt 52 (1)

2 Elektron im Magnetfeld eines magnetischen Monopols

Ein Elektron (Masse m und Ladung —e) bewege sich in dem Magnetfeld eines im
Ursprung fixierten magnetischen Monopols mit der magnetischen Feldstérke B (7) =
g%. Geben Sie die Bewegungsgleichung des Elektrons an (Lorentzkraft: F T = —eU X
B ). Zeigen Sie, dass J = p+egr/r eine Erhaltungsgrofie ist und folgern Sie hieraus,
dass die Bewegung auf der Oberfliche eines Kegels (mit der Spitze im Ursprung)
stattfindet. Geben Sie den Offnungswinkel 20 des Kegels an. Zur Kontrolle: cos © =
eg/J. Geben Sie nun vereinfachte Bewegungsgleichungen in Kugelkoordinaten r, 0, ¢
an. Losen sie diese zu den Randbedingungen ¢(0) = 0 und r(0) = rp, wobei rg
der minimale Abstand des Elektrons vom Ursprung ist. Sie kénnen die Erhaltung
der kinetischen Energie Ty;, = mu?/2 verwenden. Zeigen Sie schlieflich, dass die
Bahnkurve r = r(¢) auf dem Kegel die folgende Form hat:

To .
= — 0=y1- J)2.
r(e) cos(psin O) S (eg/7)
Diese Kurve entstammt von einer Geraden in der Ebene, die zum Kegel aufgerollt
wurde. Bei welcher Anfangsbedingung trifft das Elektron auf den magnetischen Mo-
nopol?

Lo6sung: Elektron (Masse m und Ladung —e) im Feld B= g% eines magnetischen
Monopols. Die Bewegungsgleichung ist

mi = Fp, = —e(i x B) = “2( x 7/ 2)




Wir testen, J = mf x 7 + egr eine Erhaltungsgrofe ist:

df— X FAmE X T+ 7 )

) =mIXTAmEX T teg| - -1
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e .

= 'g(’I“TQ—TT’I“—I—TX( X 7))
mr=F; T

eg(_'FQ—rr 7+ 7 r—rr)—O/

J ist somit zeitlich konstant.
f-F:m(Fx?)-F—i—egréf-e_;:eg
Der Winkel zwischen J und 7 ist fest = Bewegung auf einem Kegel.

Offnungswinkel e© des Kegels ist gegeben durch

-~ _ €9
@ == N r = — 3
cos J-e (3)

wobei J = J7/ ‘fl mit ‘f‘ —J.

Wiéhle z-Achse in Richtung von J und fiithre Kugelkoordinaten ein, mit © = const.
Wir verwenden 7 in Kugelkoordinaten in der Bewegungsgleichung (3) mit

(7 x 7) = D( x (76 + rOed + rsin Oge))

T

9 (r@e¢ + 7sin Oped)

. Mit © = 0 werden die Koeffizientengleichungen zu:

i —rsin?@p? =0 (4)
J
mrcos@c,b:@(:3>)gb:72 (5)
T mr
r$ 4 27p =0 (6)

Mit ¢ = # lautet Gl. (4):

. J%sin@  J? (_6292>_J2 e?g?

r = =
m2r3 m2r3 72 m2r3

multipliziere mit 27

d .o d J? — e2g?
= (= (T



und somit gilt 72 = ¢ — ff—; mit o = L/J2 — e2¢? und einer Integrationskonstanten
¢ Integriert man dies nocheinmal mit Variablenseperation so liefert es

1
t= —2\/627“2 —a?
c

Mit der Randbedingung r(0) = rg

=

«
— =19
C

und somit r = \/c?t2 + r3 und lésst sich auch ¢ = ... mit Variablenseperation 16sen
und es ergibt sich

t
= arctan — (7)
mcrog To
Nun wollen wir die Bahnkurve 7(¢) bestimmen:
meroy
ct = rgtan ( 7 >
= A2 g =1l [1 + tan? <LC;O¢)}
_ 76
cos? (LC(;W)
7o
=r(p) =

cos < - (e;)%)

wobei merg = ma = /J? — e2g? verwendet wurde. Mit cos® = & folgt, sin© =

1-— (%)2 und somit ergibt sich

)

rle) = psin®

Das Teilchen trifft auf dem Monopol, wenn es ein ¢q gibt, sodass r(¢g) = 0 gilt.
Diese Bedingung ist jedoch nur dann zu erfiillen, wenn ro = 0 gilt, also o = 0 und
damit J = eg. Dann ist © = 0 und 7|7

3 Fallende Kette

Eine feingliedrige Kette der Linge L und Masse m (konstante Masse pro Linge
p = m/L) werde so iiber einer Tischplatte festgehalten, dass das unterste Glied
diese gerade beriihrt. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 werde die Kette losgelassen. Es wirke nur
die Fallbeschleunigung g nach unten. Verwenden Sie als generalisierte Koordinate



die Hohe z des obersten Kettenglieds. Stellen Sie die Lagrangefunktion L(z, 2) des
Systems auf und berechnen Sie daraus die (nichtlineare) Bewegungsgleichung fiir
z. Zeigen Sie, dass die Energieerhaltung gilt und geben Sie die Geschwindigkeit |Z|
des obersten Kettenglieds als Funktion der Hohe 0 < z < L an. Berechnen Sie
die Fallzeit 7 der Kette. Sie werden auf das elliptische Integral foﬂ/ 2 dev/sing =
1,19814 stoflen. Vergleichen Sie das Ergebnis fiir 7 mit der Zeit 79, die dieselbe
Kette bendtigt, um neben dem Tisch die Strecke L frei zu fallen. Wie erkldren Sie
sich die unterschiedlichen Fallzeiten?

Losung: Als generalisierte Koordinate wihle die Hohe des obersten Kottenglieds, z.
Die im Schwerefeld bewegte Masse ist pz, jedes Kettenglied hat die Geschwindigkeit
Z; Die kinetische Energie ist T' = %zz’Q. Der Schwerpunkt des Kettenstiicks iiber dem
Tisch liegt auf halber Hohe z/2. Die potentielle Energie betrigt U = pzgs = %22.

Lagrangefunktion

L=T-U= %(zz‘Q—gz2)
Bewegungsgleichung: 4 %% = 2L
d
S (122) = p(2 + 22) = £(2 - 292)
2
z2z+ — +g9gz=
Wir zeigen Energieerhaltung
E=T+U:g(zz'2—gzz) (8)
dE
—= g(ééZ + 2225 + 2g22)
22
= pz(zZ + 5 +gz) =0V
———

=0, laut Bewegungsgleichung

Mit Energieerhaltung folgt aus (8)

g(zz2 —g2%) = ggLQ, denn 2z(0) = L, 2(0) =0
2% = g(L* — 2?)
= — g(m — 22), mit % < 0, denn die Kette fillt



somit
z

dt = —dz, | —>
\ g(@2—22)

T , L 1 P
= Fallzeit 7 = dr' = dz—
allzelt T /O T z \/» L2 — 22

2L 2L1 19814
U / dxvVsinx = F2 (3/4) = o8

9 V2
= 0,847213
g

mit (%): z = Lsinz, 0 <z < § und dz = dzL cos z.

Das Weg-Zeit-Gesetz fiir eine frei (neben dem Tisch) fallende Kette ist z(t) = L —
9t%; somit 19 = ,/%. Uberraschendes Ergebnis: 7 < 7 (kiirzere Fallzeit). Die auf

dem Tisch auftreffenden Kettenglieder werden von der Geschwindigkeit || auf 0
abgebremst. Aufgrund der Energieerhaltung wird deren kinetische Energie an den
Rest der Kette iiber dem Tisch abgegeben.

Problem: Lasst sich das beschriebene mechanische System ohne dissipative Effekte,
die Energie in Wirme umwandeln wirklich realisieren?

4 Massepunkt auf unendlich langer, rotierender Stange

Ein Massenpunkt m bewegt sich reibungsfrei auf einer unendlich langen geraden
Stange vernachléssigbarer Masse, welche mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w =
¢ in der xy-Ebene rotiert (siehe Skizze). Es wirken keine weiteren (eingeprégten)
Krifte. Stellen Sie die Lagrangefunktion L des Systems auf und geben Sie die Be-
wegungsgleichung fiir den Abstand r(¢) des Massenpunktes von der Drehachse an.
Losen Sie diese Bewegungsgleichung zur Anfangsbedingung r(0) = ro0, 7(0) = vp.
Welche spezielle Losung ergibt sich fiir vg = —wrg 7 Bestimmen Sie aus der vorge-
gebenen Winkelbewegung ¢(t) die Zwangskraft Z, = ma,,.

LU |




Losung: In Polarkoordinaten ist 7 = 7 = 76, + r¢e, und die konstante Winkelge-
schwindigkeit w = ¢. Die Lagrangefunktion ist

L=T =27 = 202 +1%%) = 2% + r%?)

Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus der Euler-Lagrange Gleichung

dor_or
dt 91— Ot

zu
mit = mw?r 9)

Diese 16sen wir mit dem Ansatz
r(t) = aexp(wt) + bexp(—wt)

Die Anfangsbedingungen sind r(0) = r¢ und 7(0) = vy

= r(0)=ro=a+0b 7(0) =vp = (a — b)w
= a=(ro+-0)/2 b= (ro—=)/2

Mit cosh(wt) = 3 (exp(—wt)+exp(wt)) und sinh(wt) = 3 (exp(wt) —exp(—wt)) ergibt
sich

r(t) = 1o cosh(wt) + % sinh(wt)
w

Spezialfall vy = —wrg:
= r(t) = roexp(—wt)

Also bewegt sich der Massenpunkt zum Zentrum r = 0. Die Bewegungsgleichung fiir
den Winkel ergibt sich durch Multiplikation von ma mit e

mdg, = m(rey + 21p) (10)
Da keine weiteren eingeprégten Kréfte wirken, entspricht dies der Zwangskraft Z:

Zy=m( r¢g +2r¢p) = 2mwr
-

=0, da $=0

Somit ist die Zwangskraft Z, zeitabhingig.



