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1 Aufgabe 1:

Differenzieren Sie die folgenden Funktionen und entwickeln Sie diese fiir kleine Ar-
gumente x (unter ANgabe von jeweils 3 Termen).

1 1 x sin(/)
1+z (a+bx)? Vi+z-1 VT

1—x,

Losung

Allgemeine Voriiberlegung: Eine Funktion f sei durch eine Potenzreihe um x = a
mit Konvergenzradius R darstellbar. Dann gilt:

f(x):ch(ac—a)k, V‘x—a‘ <R (1)
k=0
mit
(g
o= T 2)

wobei f¥)(a) die k-te Ableitung bezeichnet.

a)
X .Z'2
f(x):1—§—§+0(333) (3)
b)
x 32
c)
2
o) = % _ 2—29@ + %:ﬂ + 0@ (5)
d)
X :L'2
f($)=2+§—§+0($3) (6)
e)
X x2
fa)=1-c+ 55+ (z°) (7)



2 Aufgabe 2

Leiten Sie die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit v = ‘ji—f und die Beschleunigung

a= i—f in Kugelkoordinaten her. Entwickeln Sie die Vektoren ¥ und @ nach den

drei orthogonalen Einheitsvektoren (in Kugelkoordinaten). Geben Sie auflerdem den

Ausdruck fiir die kinetische Energie T = m262 in Kugelkoordinaten an.

LGésung

Wir nutzen klassische Kugelkoordinaten mit Radius r, Polarwinkel § und Azimutal-
winkel .

Um den Losungsprozess zu beschleunigen betrachten wir die Ableitung des Ortes
klassisch und wenden die Produktregel an, wobei die Ableitungen der Einheitsvek-
toren in Kugelkoordinaten zu benutzen sind:

L d, - N
U= E(re,,) =7ré. +reé; (8)
= 7€, + 10€p + 7 sin OpéE, 9)

Eine dquivalente Betrachtung der Beschleunigung liefert:

a =i — r? — rsin? 04%)é, (10)
+(270 + 70 — rsin 0 cos 05%) & (11)
+(27 sin 0 4 2r0¢ cos 0 + 1 sin 0P) €, (12)

Unter Verwendung des zuvor bestimmten Ausdrucks fiir die Geschwindigkeit erhélt
man fiir die kinetische Energie:

—9 .
T = L’;’ - %( 2 4 r20% 4+ 12 sin? 0%) (13)

Wie erwartet hat die kinetische Energie keine Verktoreigenschaft.

3 Aufgabe 3

Ein kugelférmiger Wassertropfen (Radius R(t), Volumen V (t), Masse m(t) und kon-
stante Dichte p) féllt in der mit Wasserdampf geséttigten Atmosphére unter dem
Einfluss der Schwerkraft senkrecht nach unten.

Durch Kondensation wichst das Volumen des Wassertropfens proportional zu seiner
Oberfliche an (Proportionalitéitskonstante «). Bestimmen Sie den Radius R(t) als
Funktion der Zeit zur Anfangsbedingung R(0) = Ry.

Stellen Sie nun die Bewegungsgleichung auf und l6sen Sie diese unter der Annahme,



dass sich der Wassertropfen zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe befindet. Untersuchen Sie
das Verhalten von v(t) fiir kleine und grofie Zeiten ¢. Berechnen Sie aus v(¢) und die
Falltiefe z(¢) zur Anfangsbedingung z(0) = 0.

LGésung

Zunichst bestimmen wir die Zeitabhéngigkeit des Radius:

% - % (4;1%3(75)) = 4nR*(H)R(t) = o(4m R (t)) (14)
=R(t) =« (15)

Integration liefert die gesuchte Zeitabhingigkeit:
R(t) = at + Ry (16)

Nun muss noch die Zeitabhéngigkeit der Masse bestimmt werden, bevor die Bewe-
gungsgleichungen aufgestellt werden kénnen. Mit p = const. gilt:

4dm
m(t) = pV () = p—5 R*(¢) (17)
. : 3m(t)a
t) = dnpR2*(t)R(t) = —2— 18
m(t) = 4mpRE(R() = “s (18)
Die Bewegungsgleichung erhalten wir aus dem zweiten Newton’schen Axiom:
dp
— = 19
t (19)
d ) !
a[m(t)v(t)] = muv + v = mg (20)
3
=1 t) = 21
P+ () = (21)
Wir 16sen zunéchst die homogene Differentialgleichung
. v(t)
=-3 22
v Yot + Ry (22)
durch Trennung der Variablen und erhalten:
v —5 (23)
(7 +1)

wobei ¢ eine aus den Ranbedingungen zu bestimmende Konstante ist. Wir nutzen
den Ansatz v(t) = aR(t), um eine spezielle Losung zu erhalten. Wir erhalten durch
einsetzen in dei Differentialgleichung

aR(t) +3aa =g (24)
—a = % (25)



Die allgemeine Loésung ergibt sich zu:

o(t) = 4i [Ro + at — R3(Ry + at) %] (26)
a
wobei wir bereits v(0) = 0 benutzt haben, um ¢ zu bestimmen.

Wir bestimmen die Taylorreihe und geben das Ergebnis fiir kleine und grofle Zeiten
t:

v(t) =0+g-t+ O(t?) fiir kleine Zeiten ¢ > 0 (27)
o(t) = %[1 NG fiir £ — o (28)

Unter der gegebenen Annahme, dass z(0) = 0, erhalten wir die Falltiefe aus der
Integration der Geschwindigkeit tiber die Zeit:

t R4 R2
t) = Nt = L 2Rt + at? 0 _ 29
o) = [ olt)ar = £ |arot a4 (20)

(Ro + at)? «

4 Aufgabe 4

Bei der Bewegung eines abstiirzenden Erdsatelliten, welcher der Gravitationskraft
und einer Reibungskraft unterliegt, ergebe sich folgende ortsabhéngige Beschleuni-

gung:

ia=——é. —~(r)d, C, ~v(r)>0,

C S

r2

wobei r den Abstand vom Erdmitelpunkt bezeichnet.

Welche Bestimmungsgleichungen erfiillen die Komponenten a,, ag, as der Beschleu-
nigung in Kugelkoordinaten?

Wie miissen v(r) und  gew#hlt werden, damit die Funktionen

r(t) = ro(1 — 51:)%, 0(t) = —2?90 In(1 — pt), ¢(t) = const

dier Bestimmungsgleichungen 16sen?
Tipp: Driicken Sie 7, 7, 6, 8 durch r aus.

Berechnen Sie den Betrag der Geschwindigkeit und zeigen Sie, dass ‘17 ‘ = \/g gilt.
Loésung

Wir nutzen die in Aufgabe 2 hergeleitete Beschleunigung und Geschwindigkeit in
Kugelkoordinaten. Setzen wir diese in die gegebene Gleichung fiir die Beschleunigung



ein, konnen wir einen Koeffizientenvergleich durchfithren und erhalten folgende drei
Bewegungsgleichungen:

i — 6% — rsin? 0% = —7% — y(r)r (30)
270 + 16 — rsin 0 cos 0? = —y(r)rd (31)
21 sin 0 4 2rfp cos 0 + rsin 0@ = —(r)rsin O (32)

Mit ¢ = 0 ist die letzte Gleichung zwangslaufig erfiillt und die ersten beiden verein-
fachen sich zu:

i—rf? = —7% — y(r)r (33)
20 + 1 = —(r)r (34)

Wir orientieren uns an der Aufgabenstellung und driicken 7, #, 9, 6 durch r aus.

r(t) = ro(1 — Bt)3 (35)
) 2roB |70
=y (36)
= (7 o
(38)
o _% In(1 — Bt) (39)
-2 (2
b 2o ()
p=¢=0 (42)

Setzen wir dies in die untere der beiden vereinfachten Differentialgleichungen ein,
erhalten wir einen Ausdruck fiir (r) in Abhéngigkeit von S.

1, /r0\3
=_p— 43
) =36 (%) (43)
Einsetzen in die obere der beiden Differentialgleichungen liefert:
3 C
p=2 ] (44)

2 7“8(1 + 0(2))



Dabei ist nur 8 > 0 eine sinnvolle Losung, da der Radius kleiner und nicht grofler
werden muss mit fortschreitender Zeit. Nun war noch gefordert, den Betrag der

Geschwindigkeit zu berechnen:
C
o _ Y 4
i1=1/ (45)

Mit der angenommenen Reibungskraft steigt die Geschgwindigkeit also immer weiter
an, was offensichtlich kein realistischer Ansatz ist. Eine Reibungskraft oc v?
realistischer.

ware



