FERIENKURS ANALYSIS 2 FUR PHYSIKER

JOHANNES R. KAGER UND JULIAN SIEBER

Lésungsvorschlag zum Aufgabenblatt 4

Aufgabe 1 (zum Aufwirmen). Zeigen Sie durch Differenzieren und Einsetzen, dass
die Funktion x = C - % + Cy - e~? die allgemeine Losung der Differentialgleichung
& — 44 — bz = 0 darstellt (C1,Cy € R). Wie lautet die durch den Punkt P = (0;5)
gehende Losungskurve, welche in ¢ = 0 die Steigung @ = 1 besitzt?

Losung. = und & werden in die Differentialgleichung eingesetzt und erfiillen diese
Gleichung. Es handelt sich um die allgemeine Losung, da sie als Losung einer DGL
zweiter Ordnung zwei frei wahlbare Parameter enthélt. Losungskurve durch P mit
angegebener Steigung: © = e +4-e¢7* ///

Aufgabe 2 (x). Losen Sie folgende DGLen mithilfe , Trennen der Variablen“ oder
WVariation der Konstanten“:

o i(1+t3)=tx

o t(t+1)i=ux, z(1) =1
e &+ x-tant = 5sin(2t)
Losung.
e Mit TdV folgt idm = 1+t2 dt. Beidseitig integrieren:

1n|a;\:5111|1—&—152|+1n|c\7 ceR.

Es reicht nur eine Integrationskonstante zu addieren. Anstatt der klas-
sischen Integrationskonstanten ¢, empfiehlt es sich In|c| zu addieren, da
dann die Umstellung nach x leichter f&llt. Beidseitige Anwendung der Ex-
ponentialfunktion:

lz| =] VI+ 2 = |e| VI+ 82 >z =+l VI+2 =cV/1+t2, ceR

e Mit TdV folgt die allgemeine L('jsung T =

Einbeziehen der Anfangs-

t+1

bedingung z(1) = % folgert: x = Zur Losung des in TdV auftretenden

t+1
Integrals f ﬁdt wurde eine Partialbruchzerlegung verwendet:

1 A

Die Koeffizienten A, B findet man durch Aufstellen von m A %

und Koeffizientenvergleich!.

Lygl. auch Aufgabe 3 (i) TdV.
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e Mithilfe TdV ergibt sich als Lésung der homogenen DGL & 4z - tant = 0:
Thom = CCOSt.
VdK erfordert nun das Ersetzen von ¢ mit ¢(¢) und das Einsetzen des
erhaltenen Ausdruckes in die inhomogene DGL: z = ¢(t) cost

T+ x-tant = é(t) cost — c(t) sint + c(t) cost tant = 5sin(2t)
sin 2t

cost

= 10sint

=¢é(t)=5

Integration liefert ¢(¢) (Int.konstante nicht vergessen!) und Einsetzen in
x = c(t)cost liefert die Losung der inhomogenen DGL: © = ccost —
10 cos? t.

Achtung: das ¢ in &y, entspricht nicht dem freien Parameter ¢ in der
Lésung der inh. DGL. Man verwendet aus Gewohnheit oft in beiden Glei-
chungen den Buchstaben ¢, muss sich aber des Unterschieds bewusst sein.
Ebenso ist ¢(t) # c.

/1]

Aufgabe 3 (*x). (i) Berechnen Sie sémtliche Losungen im Bereich x # 0 der
Differentialgleichung

(1) @+ tr = tad

und bestimmen Sie jeweils das maximale Existenzintervall.
(ii) Gibt es weitere Losungen der Differentialgleichung (1), neben der in Teil
(i) erhaltenen?

Losung. (i) Es handelt sich um eine homogene DGL erster Ordnung, d.h. wir
konnen versuchen sie mit TdV zu 16sen. Alternativ sieht man, dass es sich
um eine Bernoullische DGL handelt. Wir fiithren beide Losungen an.

e Trennen der Variablen: Wir erhalten durch TdV

(2) [ o= [ra

Die linke Seite lésst sich durch Partialbruchzerlegung integrieren, da-
zu muss der Nenner jedoch in lineare Faktoren zerfallen, also das
Polynom lauter reelle Nullstellen aufweisen. Wir finden 22 — z =

z(z? — 1) = z(z + 1)(x — 1), suchen also A, B, C, sodass

1 A B C
3 dr = — + + dx.
o —x T 1+ 1—=z

Setzt man die Integranden gleich, multipliziert mit dem gemeinsamen
Nenner und fasst gleiche Potenzen von x zusammen bleibt

1=(A+B+C)2*+ (C - B)x— A.

Steht auf der linken Seite ein 227 Nein, d.h. A+ B + C = 0. Selbe
Uberlegung liefert C — B = 0 und —A = 1. Wir 16sen dieses lineare
Gleichungssystem (3 Unbekannte, 3 Gleichungen) zu A = —1,B =
C=1

R
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(2) zerfillt und wir integrieren zu

1 1 1 1 1
—/;dl‘-’-i mdﬂ?-l—g/lixd(ﬂ—/tdt

1
§t2+ln\c|, ceR

1 1
—ln\x|—|—§ln|x+l|+§1n|x—1|

1 1
In{]z+1-V]z—1]- — ) = =t* +1n|¢|
[/ 2
1 1
In |22 —1|— | = =t* + In|c|
[/ 2
1
0% 17 = lele?”
]
1 2
‘1 2T lc[*e!
1
‘1 - == +c2et”
x

Wir unterscheiden die zwei Vorzeichenfille:

2 2
T4 1— L =c%! :>%:1—ch‘5:>$:7122 1
+1/1—c2et ~
2 2 éx(t)zi ceR
n . 1*3:%:*626t éaﬁ%:1+c2et = r = 12t2 :l:/l_"_éeftz?
+v 1+c2%e

e Bernoulli:
Wir schreiben die DGL in der Form

0 =i+ te—ta
=&+ g(t)x + h(t)x®

mit g(t) =1t, h(t) = —t, a = 3.
Wir setzen 2 = '~ = £~2 und haben

(%) Z— 2tz = —2t.

Hierbei handelt es sich um eine inhomogene lineare DGL erster Ord-
nung, welche wir durch Variation der Konstanten 16sen konnen. Der
Vollsténdigkeit halber geben wir hier einen alternativen Lsungsweg
an. Wir machen den Potenzreihen-Losungsansatz

[ee]
z(t) = Z ant™.
n=0

Einsetzen in (x) liefert

o0 oo
Z napt™ ' — Z 2a,t" T = —2t.
n=1 n=0
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Koeffizientenvergleich (der selben Potenzen von t) liefert:

(Zl:O
2a0 — 200 = —2=a9 =ag—1
3az —2a1 =0

nay, — 20p,_9 = 0= a, = Ean_g.
Durch vollstéindige Induktion kann fir £ =1,2,3,... gezeigt werden
(Ubung fiir den motivierten Leser), dass
1
=0, = —as.
A2k+1 a2k+2 (k + 1)!a2
Es folgt also
o tQk
M=t nd
k=1
= ag + as(e’” —1)

= ag+ (ag — 1)(e”” — 1)
——

—C+1+Ce —C
:1+Cet2,
d.h.
x(t) 2 = 1+Cet
1
V1+Cel”

Fiir C' > 0 ist die Losung fiir alle ¢ € R definiert. Fiir —1 < C < 0 fiir
te (f\/ln(f%), \/ln(f%)) fiir C < —1 gint es kein offenes Existenzin-
tervall.

(ii) z(t) = 0Vt € R 18st ebenfalls die DGL. (Dieser Fall wurde durch die
Bedingung in (i) ausgeschlossen)
/1]

Aufgabe 4 (x). Seix : I — R. Finden Sie die spezielle Losung der DGL 2. Ordnung
i4+2t—3x=0

x(t) ==+

mit den Anfangswertbedingungen x(1) + #(—3) =e, z(0)=0.

Lésung. Die Losung kann mit dem Satz zur Losungsnormalform errechnet werden
(bzw. dem daraus gefolgerten Algorithmus in Tabelle 1), oder auch direkt mit Ex-
ponentialansatz z = ce®®. Dieser Ansatz wird eingesetzt in die DGL:

ch?e¥ 4 2cbe® — 3¢ =0= b2 +20—3=0=b; =1,by = -3
Allg. Losung als Linearkombination der Fundamentalbasis:

z(t) = c1eM% + c0e2® = ¢1e” 4 cpe



FERIENKURS ANALYSIS 2 FUR PHYSIKER 5

Zweitere Anfangsbedingung gibt ¢; = —co. Eingesetzt in erstere erhélt man ¢ =

ﬁ und somit

x(t) = . —1e8 (e” +e73).
/1]

Aufgabe 5 (x). Sei y(x) : I — R. Losen Sie folgende inhomogene DGL zweiter
Ordnung;:

(3) ij—y— 6y =12 - cosh(3z)

. Achtung: an der Stelle des gewohnten Fkt.namens z wird hier y verwendet. z
ersetzt das gewohnte t.

Lésung. Unter Verwendung von Tabelle 1:

(i) Homogene DGL §j — ¢ — 6y 16sen mit ch. Polynom:

11\/1+24_{ 3=\

M-A—6=0=X\2=
1.2 2 —221)\2

Als allgemeine Losung der homogenen DGL ergibt sich:

1T A2z 2z

Yo = c1eM% + c9e™T = 1657 + cqe”

(ii) Partikuldre Losung: finde Losungsansatz fiir Storfunktion g(x) = 12 cosh(3x).
In unserer Tabelle suchen wir vergebens ein Storglied con diesem Typ. Des-
halb fiihren wir die Hyperbelfunktion mit Hilfe der Definitionsformel auf
die Exponentialfunktion zuriick.

g(z) =12 cosh(3z) =12 3(e* + &™) =6-€** + 67"

Der Tabelle entnehmen wir fiir die beiden Einzelstorglieder folgende Ansatz
flir eine partikuldre Losung:

g1(2) = 6% — y,; = Az - e*”
go(z) =6-e73% — Yp2 = B - e 37
Gesamt haben wir
yp = Az -e3* + B.e 37,
Nun setzen wir y, als y in (3) ein
6A-e* +9Ax - e + 9B - e
—(A-e3 4 3Ax -3 —3B-e %)
—6(Az - €3 + B -e73%) = 12 cosh(3z)
= 5A-¢3 4 6B -3 =6-e37+6-¢7
und erhalten durch durch Koeflizientenvergleich
5A=6 = A=6/5
6B=6 = B=1.
(ili) Gesamtlosung als y = yo + yp
Y(x) = c16%% + cpe~ 2T 4 gx .37 | g—3w

=(c1+22) e 4™ e
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/1]

Aufgabe 6 (x*). Skizzieren Sie das Richtungsfeld der jeweiligen DGL 1. Ordnung
mit Hilfe von Isoklinen und versuchen Sie eine Losungskurve einzuzeichnen. Wie
lautet die allgemeine Losung der DGL? (Hinweis: zeichnen Sie Linien konstanter
Steigung y' ein)

a) y'=y, b)) a+yy =0

Lésung. Einzeichnen der Isoklinen beispielhaft fiir a): Setze ¢y’ = const. = a auf
einen konstanten Wert in {1,2,3,4} und stelle um nach y(x). Beispielsweise fiir
a=1:
|
l=y' =y=yl@) =1
An jeder Stelle, an der die Losungskurve die Kurve y(x) = a kreuzt, besitzt erstere
die Steigung a.
Fiir b) ergibt sich:
a=0: z4+y-0=0 = a=0
1
a#0: z4+y-a=0 = y=-—-x
a
Anhand des Richtungsfeldes erkennt man, dass die Losungskurven konzentrische
Mittelpunktskreise darstellen.
Analytische Losungen (mithilfe , Trennen der Variablen):

a) y=ce", b) vy +a2%=c c>0.

Die Richtungsfelder sind in Abb. 1 und Abb. 2 dargestellt. Quelle: L. Papula Ma-
thematik fiir Naturwissenschaftler Band 2, 2012

Lésungskurve (Kreis)

Isokline mit
Linienelementen

X

Y

ABBILDUNG 1. A6 a) ABBILDUNG 2. A6 D)

/1]

Aufgabe 7 (xx). Losen Sie folgende lineare DGLen n-ter Ordnung. (Hinweis: Satz
zur Losungsnormalform. Wenn die Gleichung nicht leicht I6sbar ist, hilft stures
Probieren mit betragsméfig kleinen ganzen Zahlen.)

e T 4+2F—&—2x=0
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ey +1y =0
e ) 4 2% + & =0
Lésung. Nach dem Satz zur Losungsnormalform gilt:
oz =c €7+ coe” 1T e
e M =0 s3=Fi=>y=c+ coe™ 4 cqe”

e )\ =0, /\2,3 =1, )\475 =—1=>zr=cC+ (CQ + Cgt) et 4 (04 + C5t) e~
/1]
Aufgabe 8 (x). Losen Sie folgende Bernoullische DGL:

1
x'—|—¥:c—z3:0

Lisung. Es gilt also g(t) = 1 und h(t) = —1. Nach den Schritten wie im Skript:

(i) Esist @« = 3 und damit 1 — o = —2. Damit gilt:
ri=y=2z, sowie umgestellt: =422,

Durch Einsetzen in die DGL erhalten wir

2
2 — 2z =2
t

(ii) Die homogene Gleichung lautet

2y, — %zh =0= idzh = %dt
woraus durch beidseitige Integration folgt
In|zp| =21n|t| + In | K|, mit K eR
und umgestellt nach zj
2n =K -2
Nach dem Verfahren der Variation der Konstanten erhalten wir daraus

2(t) = K(t) - t* und finden durch Einsetzen in die lineare DGL heraus,
dass

2
K(t) = n +ec mit ¢ € R beliebig
gelten muss. Zusammengefasst ergibt dies:
2(t) = K(t) -2 = ¢- t* + 2t.

(iii) Wir setzen z(t) in die Riickransformationsgleichung ein:

1 1
x(t)::t\/m::tm

Dieses ist die Losung der Bernoullischen DGL.

/1]

Aufgabe 9 (x). Sei A(t) = (? 8)

(i) Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix der Differentialgleichung (z € R?)

T = Az
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(ii) Bestimmen Sie das maximale Existenzintervall der Losung des Anfangs-
wertproblems (¢t € R)

b= Av+ (Cosét2)) . x(0) = G)
Lésung.

(i) Die Losung der DGL lautet nach Satz 14: x(t) = e*a. Die gesuchte Fun-

damentalmatrix ist also genau e“?.

e 1. Losungsweg:
det(A — A\E) = det A0y
1 =X
0 ist also doppelter Eigenwert von A

0 0\ (v} (0 _ 2
<1 0) <02)_<0) <~ v =0, vy e R\ {0}
. . 0
Eigenvektor ist z.B. v = 1

0 0 0 1
Hauptvektor w aus (1 O> w = (1> =v,d.hzB. w= <0>
1

MitSz(vw)z(? O) ist S~! = S und
(0 1\
SAS _<O O>_J
und

e 2. Losungsweg:

. m—(fé){x'l_o
T=Ar < < |
To = T1

1 =0
<
i216t+d

1 0
= (x=cC +d
10 .
= ( . 1) =: X(t) Fundamentalmatrix

e 3. Losungsweg:



(i)
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(x) folgt, da (9 J) nilpotent ist.
Die Funktion A : R — R?X2] A(t) = <(1) 8) und die Funktion f: R —
2
R2, f(t) = (cosét )> sind stetig.
Die DGL & = Az + f(t) ist (inhomogen) linear.
Nach Skript ist die Losung des Anfangswertproblems

i=Az+ f(t), =(0)= G)

auf ganz R definiert.

/1]

Aufgabe 10 (x%). Sei A(t) = <(1) i) fiir t € R.
(i) Bestimmen Sie alle Lésungen x : R — R? der Differentialgleichung
(4) T =A(t)x

(i)

Losung.

Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix X (t),t € R fiir die Differential-

gleichung (4), die
0 1
X(0) = (1 0)

erfiillt. Ist die Fundamentalmatrix X (¢) durch die Bedingung (5) eindeutig
bestimmt?

(i)
T =Alt)r < &1 = x1 + txo
To = T2
= ary=2c', ¢eR
i) =z +tée’ (%)
Losung des zu (x) gehérenden homogenen Problems ist z; = de’, d € R.

Eine Losung des inhomogenen Problems (k) bestimmen wir durch den
Ansatz

x1(t) = d(t)e' (Variation der Konstanten)
Einsetzen in () = de® + de’ = de' + éte’ = d = ¢t

= d(t) = th +d.
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Wahlt man ¢ := g erhilt man also z7 = det + ct?el.

t 2,4t t 2.t
LA RO A COREE

ist die Menge aller Losungen.
(ii) Nach (xx) bilden

s =) a0 = (20)

Die gesuchte Fundamentalbasis ist also
X(t) = (&(t), (1)) -

X(t) ist durch die Forderung X (0) = <(1) (1)) eindeutig bestimmt, denn
da A(t) : R — R2*2 stetig ist, ist nach Vorlesung die Lésung des Anfangs-

wertproblems fiir eine lineare Differentialgleichung

X = AX X(0)= (‘1) (1))

eindeutig bestimmt.

/1]

Aufgabe 11 (x). Gegeben sei z : R — R und eine homogene DGL 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten
(6) Z+ar+br=0

Zeigen Sie: Ist x(t) = u(t) + i - v(t) eine komplexwertige Losung der Differnti-
algleichung, so sind auch Realteil u(t) und Imaginérteil v(¢) (reelle) Losungen der
Differentialgleichung.

Losung.
Es ist 2(t) = u(t) + i - v(t) eine Losung der Differentialgleichung (6), also
02 0
I4at+cr = w(u(t) +i-v(t)) +a a(u(t) +i-v(t) +b(u(t) +i-v(t) =0.

Es wird gliedweise nach der reellen Variable ¢ differenziert und wir erhalten
i+i-v+ale+i-0)+blut+i-v)=0
(i +ate+bu) +1i- (¥4 av + bv) = 0.

Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn Real- und Imaginérteil der linken Seite
jeweils verschwinden. Somit ist

i+ at+bu=0 und U4 av + bv =0,

also sind Realteil u(t) und Imaginérteil v(t) beide reelle Losungen der homogenen
Differentialgleichung. ///

Aufgabe 12 (xx). (i) Gegeben sei f : [0,1] =’ T, f(z) = z®. Fiir welche
«a > 0 ist f Lipschitz-stetig? Geben Sie eine Lipschitz-Konstante an.



(i)

(iii)

Losung.

(i)
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Sei A € R™™ und b € R"™. Zeigen Sie, dass f : R® — R", f(x) = Az + b
Lipschitz-stetig ist. Welche Bedingungen miissen A und b erfiillen, damit
f eine Kontraktion ist?

Betrachten Sie die Funktion g : [0, 00) — [0, 00),

(:E)—1 x+sinz + !
I =3 z+1

und zeigen Sie, dass ¢ einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.

(i) Fiir @ < 1 ist f nicht Lipschitz-stetig, denn fiir z € (0,1] und 0
gilt, dass
@) = FO)vm
lim o A (@) = oo

Es kann also keine endliche Lipschitz-Konstante geben.
Fiir @ > 1 gibt es nach dem Mittelwertsatz zu x1,z2 € [0,1] immer ein
dazwischen liegendes &, so dass

gl
25 = )
erfiillt ist, somit ist
f(@2) — f(z1) < sup =L.
T2 — T z€[0,1]

Da f/(x) = az®~! auf [0, 1] stetig ist, ist L € R wohldefiniert, hier L = «.
L ist eine (sogar optimale) Lipschitz-Konstante fiir f, denn fiir alle x1, x5 €
[0,1] gilt offenbar |f(z2) — f(x1)| < Lljzg — 1]
Beh.: f ist Lipschitz-stetig mit Konstante L =: ||A|| = sup |f(x)| (Opera-
|z|=1
tornorm).
Beweis: Seien x,y € R™, x # y. Dann ist

[f(y) = f(2)| = [Ay +b— (Az + b)| = |A(y —z)| = ‘AH‘ ly — x| < | Allly — |

(iii)

Damit f eine Kontraktion ist muss ||A]| < 1 sein. In diesem Fall gilt fiir
den Fixpunkt z* = f(z*) = Az* + b, bzw. (1 — A)z* = b oder explizit
x* = (1 - A)~ b

Fiir die Funktion g bemerken wir, dass fiir z € [0, c0)

)| = | % b
lg'(x)] = 3 1+cosz EFSIE < 1.

Damit ist g eine kontrahierende Selbstabbildung des vollstéandigen metri-
schen Raumes [0,00) und der Banach’sche Fixpunktsatz liefert die Be-

hauptung. "




