1 Integration

1.1 Stammfunktionen
Bestimmen Sie je eine Stammfunktion der folgenden Funktionen:

a .’E’—>COS T

b

tana:

)
) @

c) z—zx (1 +logx) Hinweis: Substitution z = xlogx
) @

d Hinweis: Substitution x = sin z

/ w2
LOSUNG:

) Jy cos?tdt = [ cost-costdt = [smt cost]; fo sint-(—sint)dt = [sint - cost]g+ [ sin®tdt =
[sint - cost]y + [, 1 — cos®tdt = [sint - cost+t — Jy cos?tdt
Auflosen nach Jy cos?tdt ergibt: [ cos?>tdt =1 (sint-cost+t); =% (sinz - cosz + z)

b) [§ hydt= [T estqr T2 L, = [log {7 =

5 tant 5 sint IOg |Sin Z|

) Jot' (1 +1logt)dt = [ etlost(1 +logt)dt “OgtfrlogT e*dz = [e*]7 BT = erlosT _ 1 — g7 1

arcsin x arcsin x .
d) [y m dt = ﬁ costdt = 1dt = [t ™" = arcsinz
—Ssin

1.2 Integrale
Berechnen Sie den Wert der folgenden Integrale:

a) fO% cosxe” ST dy
) Jo cosze 2 dx

c) fi)oo e\er + 1dw

d) fooo e dx neN Hinweis: n-mal partielle Integration
fo Cf:mzw dz Hinweis: 1 —sin?z = (1 +sinz)(1 — sinx)
LOSUNG:
T — sin =si 1 _al
a) [ cosze smrdy = [fer =[] =1-1
) [ coswe 2 dz B [—lcosxe_h] — [(=sinz) (~de ) de = L — 1 [Fsinze 2 dr
%—%([—%Sinxe 2“] fo cosac( ée_gx) dx):%—%fo cosxe 2“dx

- o0 —2 5 —2x _ 1 oo —2x _ 2
Auflésen nach [;° cosz e 2 du ergibt: 2 [[Fcosze ™ dx = 3. Also [~ cosze 2" dw = 2

)f e?/e® + 1dz "= fo Vz+1 dz-[%(z—l—l)%] =2(2v2-1)~1,22

[e%) _ p.L. _ 700 [e%) _ _
) f() e T do = [_xne r]o _ fo nx™— 1 m — nfo n— 1 T
: 3 © n,—x | 0p—T | —x]>° |
Durch rekursives Einsetzen folgt fo x"e dx =n! fo x =nl[—e "]y =nl!
z cos:r: 1 sin? x (1— ™
cos® z & cosxzcos’ax & cosx(l—sinz)(14sinx) _ % .
e) fO l—sinz de = fO T 1—sinz dz = fO 1—sinzx - fo 1—sinz dz = fo CObx(l—‘r

[SIE

sinx)dxzbma:fosmel—kzdz_[z—p } :%_‘_%:g
0



1.3 Konvergenz uneigentlicher Integrale

Untersuchen Sie die folgenden Integrale auf Konvergenz:

1 1 1 1
a) (1) fO x+sin x dlE 11) fO xr+cosx d(E

o 1
) o e

Jo 10;/3 Hinweis: Fiir alle x > 0 gilt logz <z — 1
d) Oooef—il nez Hinweis: Fir 0 <z <lgilt x+1<e® <2z +1
LOSUNG:

dz > fl L = 0. Das Integral

x+sin x — JO 2z

a) (i) Fir z > 0 gilt z + sinz < 2z. Damit folgt fol
konvergiert nicht.

(ii) Fir 0 < z <1 gilt 4+ cosz > x + cos 1. Damit folgt 0 < fol mﬁdx < fol ﬁdx =
[log(x 4 cos 1)](1J = log(1 + cos1) —log1l < co. Das Integral konvergiert.

b) Fiir z > 0 gilt sowie Damit folgt:

1 1 1
Vz+z?4ad S NG f+z2+z5 - acO'

> 1 ! 1 > 1
< —_— = _— - 1
0_/0 f+m2+x5dx /\/E+x2+x5dx+/1 \/E+x2+x5dx S
1]~ 1
— 2 =2—-= 2
/\fdwr/ o e = [2valo - { ] 15 @)

Das Integral konvergiert also.

c) Es gilt logz < z — 1, also ;7 > —L- und damit fo Og dz > fol -1 = co. Das Integral
konvergiert nicht.
d) Fir z > 0 gilt er =7 < 621 =27 Fir0 <z <1gilt 2L 14 < % AuBlerdem gilt:

o0 n 1 n oo n
xT T x

dex = d 3

/0 e —1 /Oe””—l z+/1 e* —1 ®)

Der zweite Summand ist konvergent, denn er kann abgeschétzt werden:
o0 o0 3.2a)
OS/ dx§2/ e Pdr < oo (4)
1 ev—1 1

Fiir den ersten Summanden gelten die Abschéatzungen

1 .om 1. m 1 a0
OS/ i dx</x—dx—/xn_1zoo (5)
o e —1 0
1
/ dw>/ —dx—f/ 2" Ldz "=’ o (6)
o € —1 0

Also konvergiert der erste Summand genau dann, wenn n > 0 ist. Damit konvergiert auch das
gesamte Integral nur fiir n > 0.




2 Gleichmaflige Konvergenz

2.1 Punktweise und gleichmaflige Konvergenz einfacher Funktionenfolgen

Gegeben seien die drei Funktionenfolgen

n 9c<l

fni(0,1]] - Ry, z+— fr(x):= { n (7)

0 sonst

l—nz xz<2
9 0,1] — Ry x> gu(z) 1={ "

0 sonst
1 1

hyp :[0,1] — R; x+— hy(z) =" n 9)
0 sonst

a) Berechnen Sie fol fn(z)dz, fol gn(z) dz und fol hp(x) dz.
b) Ermitteln Sie die Funktionen, gegen die die drei Funktionenfolgen punktweise konvergieren.

¢) Bei welchen der drei Funktionenfolgen ist die Konvergenz gleichméBig, bei welchen nicht? Begriinden
Sie ihre Antwort.

LOSUNG:
a) fol fa(@)dz = [Fndz=n-1=1
folgn(x)dx = [y l-—nzde=+—3jnk =5
fol hn(z)dz = [" & = 7%

b) Zu f,: Seix € (0,1]. Dannist f,(z) = 0 fiirallen > X und f, konvergiert gegen die Nullfunktion.
Zu gn: Sei z € (0,1]. Dann ist g,(z) = 0 fiir alle n > 1. Fiir 2 = 0 gilt g,(0) = 1 fiir alle n € N.

1 =0

0 sonst

Zu hy: Sei z € (0,1]. Dann ist h,(z) = 0 fiir alle n > L. Fiir 2 = 0 gilt h,(0) = 1 "% 0.

Damit konvergiert h, gegen die Nullfunktion.

Damit konvergiert g,, gegen die Funktion = —

¢) Zu f,: Wegen 1 2) nh_)rlgo fol fn(x)de # fol nh_{rolofn (z)daz = 0 kann die Konvergenz von f,, nicht
gleichméfig sein.

Zu g,: Da alle g,, stetig sind, die Grenzfunktion aber unstetig ist, kann g, nicht gleichmafBig
konvergieren.

Zu h,: Es gilt sup
z€]0,1]

hn(x) — ILm hn(x)’ = sup hy(z) = L "% 0. Daher konvergiert h,
n—0oo z€[0,1]

gleichméBig.
2.2 Gleichmaflige Konvergenz von Potenzreihen

a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe Y~ z".

b) Gegen welche Funktion konvergiert die Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzradius punkt-
weise?

¢) Zeigen Sie: Die Potenzreihe konvergiert gleichméBig auf jedem Intervall [—r, 7] mit 0 < r < R.
d) Konvergiert die Potenzreihe auch auf den Intervall (—R, R) gleichméBig?
LOSUNG:

a) Wegen limsup {/1 = 1 hat die Potenzreihe nach der Formel von Cauchy-Hadamard den Konver-

n—oo
genzradius R = 1.



b) Die Potenzreihe konvergiert innerhalb ihres Konvergenzradius punktweise gegen die Funktion
L (geometrische Reihe).

c) Es gilt:

N+l 1 |V N
— = = — 0 10
1—x 1—x |i?£r|lfx\ 1—r (10)

1

1—=z

n 1—=x

sup x

|| <7

= sup
x| <r

n=0

Damit konvergiert die Potenzreihe im Intervall [—r,r| gleichméifiig. Es wurde im vorletzten

N+1
Schritt ausgenutzt, dass |r1‘_$| stetig ist, sowie fiir 0 < x < r streng monoton steigend und fiir
—r < x < 0 streng monoton fallend ist. Die einzigen beiden Kandidaten fiir das Supremum

Tﬁ: < %, also liegt das Supremum bei +r. Im letzten

Schritt wurde ausgenutzt, dass r < R = 1 ist und damit 7V +! Rimioyy gilt.

liegen also bei £r. Auflerdem gilt

d) Wibhle die Folge zy :=1 — % < 1. Dann gilt:

N N+1 N+1 1\ N+1 N
L |o || |zN| (1-%) 1
sup " — =8 > = =N-1)(1-—= (11)
2] <1 nz:% l—z| p<all—2 7 1-ay] ~ N
o 1
N2 0 2 =00 >0 (12)
e

Damit konvergiert die Potenzreihe im Intervall (—R, R) = (—1,1) nicht gleichmé&Big, sondern nur
punktweise.

3 Differentialgleichungen

3.1 Harmonischer Oszillator

Ein eindimensionales Federpendel wird durch die Differentialgleichung
2’ (t)+x(t) =0 (13)

beschrieben. Dabei bezeichnet z(t) die Auslenkung des Pendels aus der Ruhelage. Die Kreisfrequenz
des Federpendels ist 1.

a) Schreiben Sie diese Differentialgleichung zweiter Ordnung als ein System von Differentialgleichun-

z'(t)\ _ (1) ; 2x2
gen erster Ordnung der Form (z”(t)) =A (m’(t) , wobei A € R*=,

b) Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion iiber n € Ny, dass fiir die n-te Potenz der Matrix A gilt:

2 (10

(—-1)z (0 1) n gerade

A" = 01 (14)

n+1 -

-1)= n ungerade

(=1) (1 0 ) 8

. . . . . cost sint
c¢) Berechnen Sie das Matrixexponential exp(tA). Zwischenergebnis: exp(tA) = (_ sint cos t>

d) Losen Sie das Anfangswertproblem x”(t) + x(t) = 0 mit <§,((%))> = <?>, d.h. man schubst das

Pendel aus seiner Ruhelage heraus an.

Jetzt wirke eine konstante externe Kraft f € R auf das Pendel. Dann wird das Pendel durch die
inhomogene Differentialgleichung

() +x(t)=f (15)

beschrieben.



e) Schreiben Sie diese inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung als ein System von Dif-

/
ferentialgleichungen erster Ordnung der Form (;3,,((?)) =A <§,((?)> + b, wobei A € R?*2 und
beR%

f) Losen Sie nun das Anfangswertproblem z” (t)+x(t) = f mit (;3/(((())))) = (?) mithilfe der Losungs-

formel fiir inhomogene Differentialgleichungen. Hinweis: Die Matrix exp(tA) ist orthonormal,
deswegen gilt exp(—tA) = (exp(tA)) ™" = (exp(tA))”.

LOSUNG:
oo (30 - (40) - ()= (D ()
=:A
b) Induktionsanfang, n = 0: A% = (~1)° <(1) 2) -

Induktionsschritt, n — n 4+ 1: Es gibt zwei Félle, die unterschieden werden miissen:

e n gerade, also n 4+ 1 ungerade:

n+tl _ gn | LV. _1\% 1 0 0 1 _(_1)\% 0 1
A =A"- A= (-1 (O 1) <_1 0 =(-1) 10 (16)
nt2 (0 —1
~c0# (] ) (17)
e n ungerade, also n 4 1 gerade:
ntl _ an g LV, oynit (00 —1 0 1__nT+110
A =A"- A= (-1) (1 0)(—1 0 =(-1) 01 (18)
c) Es gilt:
I N €72 ) L =
exp(td) =Y = > A+ > A (19)
n=0 n ge:rgde n ugg:e?ade
Bogs s (10 s B gyep (0 -1
2y Seni(y D)+ X Seve (0 ) (20)
n ge_rgde n ugg_eeade
— -1 k Y (_1\k+1
I;)(%)!( ) (0 1)*;)(2“1)!( 1 (1 0) (21)
> t?* (1 0 > {21 0 1
=St (o 9) + ek (5 o) 22)
P 2kI\0 1) k+1)!\~-1 0
1 0 e 5 t2k) O 1 o0 A t2k+1
= -1 1) 2
(0 1)};)( Pam T o) 20V e (23)
1 0
(O 1)cost+< 1 O)smt (24)
cost sint
:<—sint cost) (25)
d) Es gilt:

(20) =ewta (29) = (<, ) (9) = () )

Die Losung des Anfangswertproblems lautet also x(t) = sint.



e (S0) - (20) - () - (5 DG+ ()
=:A :=b

f) Mit der Losungsformel fiir inhomogene Differentialgleichungen folgt:

(260) =ootea ((545)) + f emiceameoas) 0
(et () [ (D) e) e
(ot ) () o [ (e as) 2
() e r (ot o) [ (i) a )
() er (o, iy ()] @
= () e (o, e () @
(eot) 7 (
(eot) 1 (

cost(cost — 1) +sin® ¢ (33)
—sint(cost — 1) + costsint

1 - cos t> (34)
(35)

Die Losung des Anfangswertproblems lautet also z(t) = sint+ f(1 — cost). Dies kann sogar noch
weiter umgeformt werden, indem man Acos¢ := 1 und Asin ¢ := — f definiert. Dann gilt:

z(t) =sint + f(1 —cost) =sint — fcost + f = Acos¢gsint + Asingcost + f (36)
= Asin(t 4 ¢) + f (37)

Man erhalt eine Schwingung um f mit einer Amplitude A = \/(A cos ¢)2 + (Asin ¢)2 =1+ f2

und einer Phasenverschiebung ¢ = arctan (ﬁig; i) = —arctan f. Im Grenzfall f — 0 erhélt

man wieder die homogene Losung aus d).



