1 Folgen

1.1 Berechnung von Grenzwerten

Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

a) (i) lim 120 (i) lim B (iif) lim 3757 Tipp: Vn € N:n? < 2" <3"
b) (i) lim (Vn?+n—n) (i) lim (V3n—+v2n) (iii) lim (Vrn+1-+n)vVn—1
n o0 n o0 n—oo

. 3 n2+1 n2+5
c) nhﬁnéo sin ( %) log s

d) lim (log (n4 + n2) —4log n)

n— oo

n—oo "
LOSUNG:
lim (i—2)
i 1-2n 12 e ) 2
a i) lim = lim & noeo L 2
) ( ) n—oo 930 n—00 5+3 nll_)moo(%"’_?)) 3
1 1 _ 1
(ii) lim M = lim 2777’72 = "li)moo(Q "2) — 2 nliumoc'rL2 —1
2 = 2 — B 7 — 5 =
n—soo M(2n+1) n—00 (2-"—"%) ﬂ}me(2+”L2> <2+ lim %> 2
n—oo
n 1+ lim 2
cee . 2n+n _ . 2\ " . 1+2T _ . 2\ an 3 _ B
iii) lim 522 = lim (%) lim T — lim (2 2 ()] =)
( ) n~>003 -n TL*)OO( ) n*}ml—r n*}OO(S) l—nli)m 3
: Tipp 2 Tipp n—)oo
Dabei wurde benutzt, dass = < i = y4z < 5 — 0, woraus folgt, dass hm 3% =
lim o = 0 ist.
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1.2 Limes Superior und Limes Inferior

Finden Sie alle Haufungspunkte der durch
1
wim (1 + (2= 1) (FD) e 1)
n

gegebenen Folge. Geben Sie die zugehorigen konvergenten Teilfolgen, sowie lim sup a,, und liminf a,,
n—oo n—0o0

an. Begriinden Sie auflerdem, warum es keine weiteren Haufungspunkte gibt als die, die Sie angegeben
haben.



Hinweis: Schauen sie sich das Verhalten der Terme (—1) an. Es kann hilfreich sein, z.B. die ersten
acht (ggf. mehr) Folgenglieder zu berechnen, um nach Mustern zu suchen.

LOSUNG:
Als erstes wollen wir die einzelnen Terme der Folge genauer inspizieren. Es gilt:
1 n O
2 ="2%29 (2)
n

1 n gerade

—1 n ungerade

()3 — {1 n(n + 1) gerade < n = 3,4,7,8,11,12, . ..

n(n + 1) ungerade < n =1,2,5,6,9,10, ...

NN

(—1)™ zeigt ein oszillierendes Verhalten mit Periode 2, wihrend (—1)2"("+1) ein oszillierendes Verhalten
mit Periode 4 zeigt. Es liegt also nah, dass die Auswahl jedes vierten Folgengliedes eine konvergente
Teilfolge erzeugt, die nicht mehr oszilliert. Es seien also b, := a4pn, ¢, = a4nt1, dp = Ganto,
€n 1= Q4n+3. Dann ist
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en = Qangr = (-1 + (2 aran 1) (~1)FUnFDEnE) = (2 - ) =3 (6)
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dn = Q4n42 = (_1)4n+2 + <2 - > (_1)%-(4n+2)(4n+3) =1- (2 — > l) -1 (7)

In+2 4n + 2
1 1 1
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n = aansa = (-)" 4 (22 i) () v2o 0
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Die Haufungspunkte sind als —3,—1,1,3 und es gilt limsupa, = 3 und liminfa, = —3. Es gibt
n—oo

keine weiteren Haufungspunkte, da die vier Folgen b,,, C:L:Slon und e, die urspriingliche Folge a,, ganz
abdecken. Es gilt ndmlich a,, = (co, do, €g, b1, ¢1,d1,€1,ba,ca,da, e2,bs,...). Jede andere konvergente
Teilfolge muss damit gegen einen der Grenzwerte von by, ¢,, d, oder e, konvergieren. Man findet
keine weitere konvergente Teilfolge, die nicht gegen einen der bereits genannten vier Haufungspunkte
konvergiert.

1.3 Unendlicher Potenzturm

Sei (an)nen eine reelle Folge, die tiber die Rekursionsvorschrift a; = V2, 1 = V2" definiert ist.

a) Zeigen Sie per vollstandiger Induktion, dass (a,)neny monoton wéchst.
Hinweis: Benutzen sie die Monotonie der Potenzfunktion.

b) Zeigen Sie per vollstandiger Induktion, dass (a,)nen nach oben durch 2 beschrankt ist.
Hinweis: Benutzen sie die Monotonie der Potenzfunktion.

¢) Warum konvergiert die Folge also? Argumentieren sie, dass der Grenzwert im Intervall (0, 2]
liegen muss.

d) Berechnen Sie den Grenzwert a := li_>rn an = V2 der Folge.
Hinweis: Es gilt lim V2 =2 R R
n—oo
LOSUNG:
a) Induktionsanfang: ay = V2V > 2" = /2 = a;. Induktionsschritt: Sei Gp41 > Gp, dann gilt:
An42 = \/ia”“’l > \/§an = On+41 (10)

Somit ist a,+1 > a,, fiir alle n € N.



b) Induktionsanfang: a; = V2 < v/4 = 2. Induktionsschritt: Sei a,, < 2, dann gilt:

i1 = V2 < V2 =2 (11)
Somit ist a,, < 2 fir alle n € N.

¢) Da die Folge monoton und beschrankt ist, konvergiert sie. Es gilt 2 > a,, > 0 fiir alle n € N,
folglich liegt der Grenzwert im Intervall [0,2]. Da (ay)nen auBerdem monoton wéchst, kann der
Grenzwert nicht 0 sein, es sei denn a,, = 0 fiir alle n € N, was aber offensichtlich nicht gilt.

d) (@n)nen konvergiert. Somit konvergiert auch (an41)nen, und zwar gegen denselben Grenzwert
a. Wir erhalten also:

an hm an a
a= lima, = hm 0 Gy = hm V2 =2 =2 (12)

n—oo

Die Gleichung a = V2" hat im Intervall (0,2] als einzige Losung a = 2.

1.4 Sandwich-Kriterium

Berechnen Sie fiir n € N mithilfe des Sandwich-Kriteriums den Grenzwert der Folgen
a) n%ﬂ
b) /n?+n
c) V3427

Hinweis: Zu b) und c): Es gilt nh_)rrgo Y/n=1und nh_)rr;o {/x =1 fiir z € N. Benutzen Sie die Monotonie

der Wurzel.

LOSUNG:

a) Es gilt n? —271—1—1—(71—1)2 >0, also n? + 1> 2n.
Umstellen ergibt 2 T < 21n
Man erhalt das folgende Sandwich:

0= lim 0 < lim

=0

und damit hm 2 T

n<n? n—oo
b) Esgilt ¥n2+n < ¥nZ4+n2=132n2=2¢nyn"=31-1-1=1.
n20 n—oo
AuBerdem gilt ¥/n2 +n > Vn2=Ynyn =3 1-1=1.

Man erhéalt das folgende Sandwich:

1= lim Vn2 < lim vVn2+n < lim V2n2 =1 (14)
n— oo

n—oo n—oo

und damit lim V/n?2+n=1.

n—oo

on<3n

¢) Esgilt ¥/3n +27 < /3437 = /23" =3¢2"=53.
2">0 n—oo
AuBerdem gilt: /3" 27 > /3 =3"=%3
Man erhéalt das folgende Sandwich:

3= lim V3" < hm V3n+2n < hm Vv2-3n=3 (15)

n—oo

und damit ILm /3n + 27 = 3.



2 Reihen

2.1 Konvergenz von Reihen

a) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und auf absolute Konvergenz:

() Yoo, (-5

b) Gegen welchen Wert konvergieren folgende Reihen eigentlich oder uneigentlich?

n

(i) Yoty &
" 2" 1
(ii ZZ‘; T

)

(111) ZZO:O cosg(lz‘n')
)
)

lim Yp % Hinweis: Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen ist %
1

v ,%n = lim % = 0 konvergiert die Reihe absolut nach dem Wurzelkriterium.
n—oo

a) (i) Wegen lim
n— oo

(ii) Wegen 4n? — 3 < 4n? gilt ;—3— > 7=z und wir konnen die Reihe abschétzen:

> n 11
> ~ = 16
;4n2—3_4;n oo (16)

Die Reihe divergiert bestimmt gegen +o0.

(iii) Wegen T "Z% 0 ist die Folge 77 eine Nullfolge. Mit dem Leibnitz-Kriterium kon-
vergiert die Reihe. Absolute Konvergenz ist jedoch nicht gegeben, denn

2| (=1D)"n = n = n 11
ALV DU VLS J) PN
Z n?+1 ZnQ—l—l_ZQn2 2Zn oo (17)
n=2 n=2 n=2 n=2
(n+1)!1 1)n™ n n—oo
(iv) Wegen ("*%"* = ((7?:‘ 1))nn+1 = (#ﬂ) = ﬁ —3% 1 <1 konvergiert die Reihe absolut

nach dem Quotientenkriterium.

n— n—1 n—o00 . . n— .
(v) Wegen (1— 1) o (ﬁ) = W iy L1 ist die Folge (1— 1) ! keine

n—1

Nullfolge. Daher konvergiert die Reihe nicht.
b) (i) Fir n > 3 gilt 2> % Damit lasst sich die Reihe abschatzen:
SRS S @@ () e
e S S n=s \©
(ii) Es handelt sich um die Differenz zweier geometrischer Reihen:

o1 /2 S /1\" 1 1 3 3
Yo ox() X0) sy, W

n=0 n=0 n=0




(iii) Offenbar ist cos(nm) = (—1)™. Somit erhalten wir eine geometrische Reihe:

(iv) Es ist:

N Lnn+1) 1 1\ nooo 1
— ==Y k==L =_ (142 )52 21
S m ke = (143) =% @)

<(2(72L;+1)1)_(2(§71_1)1)) - % i <2n1_1 - 2n1+ 1) (22)

2
n=1 n=1 n=1

1 1 1 1 1 1 1

== - == - — = — 2
2((1 3>+<3 5)+ + 2m — 1 2m+1>> (23)
1 1 m—oo 1

— (1= - 24
2( 2m+1) 3 (24)

2.2 Konvergenzradius

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:
a) Yoo ;L:Zn
b) 3o 5
¢) Xp1 32
Q) 2, 2
©) S5 ml(z +1)"

LOSUNG:

n3/m 1

3
a) Es gilt hm sup = lim 2 = % ( lim n'/ ”) = 5. Der Konvergenzradius ist nach der
n—oo n—oo

Formel von Cauchy—Hadamard also 2.

b) Damit die Reihe absolut konvergiert, muss nach dem Quotientenkriterium gelten:
Lt
lim sup (n+ il |z| lim <

n— oo

>2 — <1 (25)

n2
Damit ist der Konvergenzradius 1.

¢) Damit die Reihe absolut konvergiert, muss nach dem Wurzelkriterium gelten:

2
22 Tim § im vn= 2D Ly (26)
o {5 = -

d) Damit die Reihe absolut konvergiert, muss nach dem Wurzelkriterium gelten:

722'”

limsup {
n—oo

Damit ist der Konvergenzradius V3.

0 J|zl<1 '
limsup {/]2727*| =2 lim [2["=¢2 |z[/=1<1 (27)
n fe'e) n—oo
- oo |z| >1

Damit ist der Konvergenzradius 1.

e) Damit die Reihe absolut konvergiert, muss nach dem Quotientenkriterium gelten:

: (n+ Dz +1)"* : o z#—1 1
lim su =|z+1| lim (n+1) = <1 28
n—>oop n'(z + 1)” | |n—>oo( ) 0 z=—1 ( )
Damit ist der Konvergenzradius 0. Die Reihe konvergiert nirgends aufler im Punkt z = —1.



2.3 Exponentialreihe

a) Zeigen Sie, dass die Exponentialreihe expz = Y7 | Z;

b) Zeigen Sie mit Hilfe der Cauchy-Produktformel:

exp(z) -exp(z) = exp(2z) VzeC

Hinweis: Es gilt >, _, <Z> = 2"

unendlichen Konvergenzradius hat.

(29)

¢) Die auf ganz R absolut konvergenten Reihenentwicklungen des Sinus und des Cosinus lauten:

sin z = i 7(_1)71 22l cosz = i (1" 22n
B (2n +1)! B

n=0
Zeigen Sie, dass gilt: exp(iz) = cosz +isinz
LOSUNG:

a) Damit die Reihe absolut konvergiert, muss nach dem Quotientenkriterium gelten:

Zn+1

(nF1)!
nL" = |2|
n!

lim sup
n—oo

Damit ist der Konvergenzradius co.
b) Es gilt:
k. n—k S ]

o= (E3) (£5) = S-S0 %

n=0 n=0 n=0 k=0 k=0
SSTN ) n
= nz:% %2" = nz:% % = exp(2z)
c¢) Es gilt:
0 /. \p o'} 2n 00 2n+1
expliz) =3 Gr D I
= :_00(—1)” (;Z;' + 12(—1)"(;:;3 =cosz +isinz

(*)

(30)



