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Probeklausur

Aufgabe 1:  Wahr oder falsch? (9 Punkte)

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Eine Begriindung ist nicht notwendig. Jede
korrekte Antwort gibt 1 Punkt, nicht beantwortete Fragen geben 0 Punkte und jede inkorrekte
Antwort gibt -1 Punkte. Insgesamt erhalten Sie auf diese Aufgabe jedoch mindestens 0 Punkte.
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) (Z,-) ist eine Gruppe.

) Sei¢:V — V eine lineare Abbildung. Dann gilt: 0 € ker(¢) Nim(¢)

(d)  Sei V ein Vektorraum, Uy, Uy Untervektorrdume. Dann ist U; U Us ist ein UVR.
)
)

(e)  Fir alle Matrizen A € K™ gilt: det(—A) = — det(A)

(f)  Fiir alle Matrizen A, B € K™*" gilt: det(A) + det(B) = det(A + B)
-5 2 3

(g) SeiV=R3und A= | 2 -3 1].Dannist (v,w)s =v"Aw ein Skalarprodukt.
3 1 0

(h)  Spiegelungen im R? haben Determinante —1.

(i)  Eine Matrix, die nicht invertierbar ist, ist nilpotent.

Losung:

(b)  falsch. (Z,-) ist keine Gruppe, da kein Element aufier +1 und -1 ein multiplikatives Inverses
hat.

(¢)  wahr, denn der Kern und das Bild sind beides Untervektorrdume von V und enthalten
daher beide den Nullvektor von V.

Bitte wenden...



falsch. Die Vereinigungsmenge von zwei Untervektorraumen (z.B. der x- und der y-Achse)
ist i.A. kein Untervektorraum.

falsch. Es gilt det(AA) = A" A, wobei n die Dimension der Matrix ist. Fiir gerade Dimension
n gilt die Aussage also nicht.

falsch. Seien zum Beispiel A und B beide invertierbar und es gelte B = —A. Dann ist

det(A) # 0,det(B) # 0, aber det(A+ B) =0
falsch. Betrachte z.B. e; = (1,0,0)". Es gilt:

<61,61>A =-5<0

Also ist die positive Definitheit verletzt.

wahr.

falsch. Betrachte z.B. A = (
A" #0 VneN.

(1) 8) Diese ist nicht invertierbar, doch



Aufgabe 2: Determinante (8 Punkte)
Gegeben sei die Matrix:

0 0 —ap
1 0 0 —Qq
A=10 1 . : e K™
: 0
0O -+ 0 1 —ay
Zeigen sie:
det(A—tl,) = (=1)"(t" 4+ ap1t" ' + - + ant + )
mit t € K.
Lo6sung
—t 0 — Q)
1 —t 0 — Q7
A—tl, = o 1 " : e K™
: —t
0 0 1 —Qp_1 — t

1 —t 0 —t 0
det(A — t1,) = (—ap)(-1)"+1 | 0 1 F(cancnymz| 0!
0 0 1 0 0 1
—t 0
1 —t 0
+ .4+ (an,l - t)(—l)n+n 0 ) — (_Un(ao +oagt 4+ Oéniltnfl + tn)
: —t

Der Beweis kann auch eleganter mit vollstdndiger Induktion durchgefiihrt werden.

Bitte wenden...



Aufgabe 3:  Gruppen (6 Punkte)
Sei

U:= {((1) 916) € R*?|z € R}.
Zeigen Sie:

(a) VA BeUgilt A-B € U, wobei - die gewohnliche Matrixmultiplikation ist.
(b) (U, -) ist eine abelsche Gruppe.

Hinweis: Dass die Matrixmultiplikation assoziativ ist, darf ohne Beweis verwendet werden.

Losung:

(a)  Seien

. 1 x« . 1y
we (2 om0 1),

(1 =z 1 yy (1 y+=x
A~B_(0 1) (0 1)_<O 1 )GU, day+2xeR

(bXG1)  Assoziativitét ist erfiillt, da die Matrixmultiplikation assoziativ ist.

(10
S \0 1
Also gibt es ein neutrales Element in U.

(G3)  Mithilfe der (a) sehen wir, dass

(01) = 7)o
b6 )6 )6

(G4)  Die Kommutativitét folgt aus:

S T G R (R e R R R R GV R

Dann gilt:

(G2) L cUudl, A=A-L=A VAeU.



Aufgabe 4: Fixpunkt (9 Punkte)

Fiir eine lineare Abbildung F' : V' — V ist die Menge Fix(F) der Fizpunkte von F definiert
durch:

Fix(F) :={v eV : F(v) =v}.

(a) Zeigen Sie, dass Fix(F) C V ein Untervektorraum ist.
(b) Seien die lineare Abbildung F': V' — V' definiert durch

1 2 2
i) F:RR-Rz— | 010 |-z,
3 01
(ii) F:R[t] > R[t],P— P,
(ili) F:Abb(R,R) — Abb(R,R)

Bestimmen Sie jeweils eine Basis von Fix(F).
Losung

(a) Wir iiberpriifen die Axiome der Untervektorrdume:

UVR 1) Da fiir lineare Abbildungen stets gilt, dass F'(0) = 0 ist, ist 0 € Fix(F'), also Fix(F)
# 0.
UVR 2) Seien v, w € Fix(F). Dann gilt:

F(v+ w) piinear F(V) + F(W) 4,0 € Fix(p) ¥ + W

Also ist auch v + w € Fix(F).
UVR 3) Sei v € Fix(F), A € K. Dann gilt:

F(/\U) F liiear )\F<U) v, w GZFiX(F) Av

Also ist auch \v € Fix(F).
(b) (i) Wir suchen die Losung des Gleichungssystems

w O =
S =N
— O N

8

I

8

= 11 + 229 + 223 = 14
Lo = X9

3x1 +x3 =13

02 2|0
= 00 010 —>.CE1:0,ZB2:>\,3?3:—)\
3 0 0]0
0
Eine Basis von Fix(F') ist also gegeben durch: B = 1
—1

Bitte wenden...



(ii) Wir suchen alle Polynome, bei denen P’ = P gilt. Fiir deg(P) > 0 gilt deg(P’) = deg(P)—1,
also F/(P) # P. Nur fiir das Nullpolynom gilt 0’ = 0, also ist hier Fix(F') = {0}. Die Basis ist
also die leere Menge: B = ).

(iii) Wir suchen alle Abbildungen, wo f' = f gilt. Die Losung dieser Differentialgleichung ist
gegeben durch f = Aexp(z), A € R. So gilt Fix(F) = (exp(z)) und B = {exp(z)}.



Aufgabe 5: Darstellungsmatrix und Eigenwerte (10 Punkte)
Gegeben sei die lineare Abbildung ¢ : R?*2 — R2*2;

o i a2 _ [ o — a2 a2+ an
a1 Qg2 a1 + Qg2 Q22 — Q11
(a) Finden Sie die zugehérige Darstellungsmatrix Dg(p) beziiglich der kanonischen Standard-

basis des R?*2,

Hinweis: Die kanonische Standardbasis des R?**? lautet:

s={(52) (34)-(23) (8 )

(b) Berechnen Sie aus der Darstellungsmatrix das zugehorige charakteristische Polynom. Zeigen
Sie, dass A = 0 und A = 2 Eigenwerte von Dg(¢p) sind.

(c) Nach Abspalten der ersten beiden Nullstellen nimmt das charakteristische Polynom die
Form: y = AM(A—2)(A?—2A+2). Ist die Matrix iiber R diagonalisierbar? Und iiber C? Begriinden
Sie ihre Antwort.

Lo6sung
(a) Es gilt:

= (5 4 )= (50 om= (1) e (1)

Das ergibt fiir die Darstallungsmatrix:

O~ = O
——_ 0 O

1-x -1 0 0
0 1-x 1 0
Xbe@) = 0 0 1-A 1
~1 0 0 1-2A
1-x 1 0 0o 1 0
=(1=AN)-(=D" 0 1-X 1 |[+(=1)-(=D- ] 0 1-x 1
0 0 1-2A -1 0 1-2A
=(1-N*'=1

Wobei hier nach der ersten Zeile entwickelt wurde.

(c) Das charakteristische Polynom besitzt zunéchst die Nullstellen 0 und 2. Nach Abspalten gilt
X = A(A—2)(A\2—=2X+2). Die Gleichung A\* —2\+2 = 0 lisst sich mit Hilfe der p-q-Formel (oder
dnhliche Formeln) berechnen, die Nullstellen sind 1+ und 1—1:. Da beide Nullstellen nicht reell
sind, ist die Matrix iiber R nicht diagonalisierbar. Uber C besitzt die Matrix 4 unterschiedliche
Eigenwerte mit algebraischer Vielfachheit 1. Die Matrix ist deswegen iiber C diagonalisierbar.



Aufgabe 6: Determinanten und Invertieren (8 Punkte)

(a)  Gegeben sei die Matrix

[\]

1
11

Berechnen Sie: det(A), det(AAT), (det(AAT)™1), A~

(b)  Geben Sie die Inverse der Matrizen B und C an:

1000
(3 243 o230
B_<2—3¢ 4>““d0_ 0350

000 4

Losung:

(a) det(A) =23 =8.

det(AAT) = det(A) det(AT) = det(A) det(A) = 64

1 1
det((AAT — = —
et((447)7) = det(AAT) ~ 64
3 0 0
Al =(—-1 5 0
11
8 4 2

(b)  Man kann diese Aufgabe losen, indem man Gaufl verwendet oder die Formel fiir 2x2-

d -=b —4 243
1_ 1 _
Matrizen: B~ = —— (—c a) = <2 s 3 )

C kann man ebenfalls mit Gauss invertieren oder man nutzt die Blockstruktur der Matrix

1 0 0 O

) ) . .. 05 =3 0

aus und invertiert blockweise und erhalt: C' = 03 2 0
00 o0 1



