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1 Tragheitsmoment & Satz von Steiner

Berechnen Sie das Tragheitsmoment eines Zylinders um seine Symmetrieachse. Der
Zylinder habe den Radius R und die Masse M. Benutzen Sie dann den Satz von
Steiner um das Trégheitsmoment um eine Achse zu berechnen welche parallel zur
Symmetrieachse in einem Abstand r verlauft.

Losung:

Das Tragheitmoment entalng der Symmetrieachse betragt

R 21
[A:/ p(x? +y° dxdydz:pl/ r3dr/ dp = ——27 = —~MR?
Zylinder ( ) 0 0 TR2 4 2
Das Tragheitsmoment entlang der verschobenen Achse betragt

1
Ip =14+ Mr?*= 5M(R2 + 2r%) (2)

2 Tragheitstensor einer diinnen Scheibe

Berechnen Sie den Tragheitstensor fiir eine diinne, homogene Scheibe mit Radius
R und Masse M. Nehmen Sie dabei an, dass sich der Drehpunkt in der Mitte der
Scheibe befindet und dass die z-Achse mit der Symmetrieachse der Scheibe iiberein-
stimmt. Die Massendichte der Scheibe ist gegeben durch

TR2
0 sonst

(3)

M 5(z) wenn 22 + y? < R?
p(,y,2) =

Dabei ist die Delta-Distribution § durch folgenden Zusammenhang definiert
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Losung:

@z] o / (&]F - xlwﬂ) dm = / (5iﬂf2 Li 1’]) p(f)d3x
\%4

27 400 ) - M R 5 1 )
2z — —2 E—— = —
e / d¢/ rdr/ zﬂR25 2) (r2 4 22 = 22) WWRQ/ r*dr= MR

o 2 +o0 (5 5 9 9 5 M 271"2 R3 1M2
:c:c—/ d(b/ rdr/ zﬂ—R2 )(7“ +z _TCOS¢):7TR2/O sm¢d¢/0rdr:4 R

Oyy = Oz, aus Symmetriegriinden

27 R +o00 M
@xy:eyw:/o dqb/o rdr/ dzw—mé(z) (rsing-rcos¢) =0

27 R +o00 M
@xzz(%m:/ dgf)/ rdr/_ dzﬁé(z) (rcos¢-z) =0

@yz_@zy_/%dqs/ rdr/+ood25 (2) (rsing - 2) = 0

1/aM R? 0 0
0= 0 1/4M R? 0
0 0 1/2M R?

3 Drehende Scheibe

Eine kreisformige Scheibe mit Radius R, Gesamtmasse M und Trigheitsmoment
0= %M R? dreht sich um ihre feste horizontale Symmetrieachse. Uber die Scheibe
lduft ohne zu rutschen ein masseloses Seil der Linge [. an den Seilenden sind die
Massen m; und msa befestigt (siehe Skizze). Das System steht unter dem Einfluss
der Schwerkraft.

(a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion L und wéhlen Sie dabei zunéchst z1,29
und ¢ als generalisierte Koordinaten.

(b) Eliminieren Sie aufgrund der Zwangsbedingungen die Variablen zo und ¢. Ach-
ten sie dabei auf die Vorzeichen.

(c) Bestimmen sie die Lagrange-Funktion L(z1, Z1) und daraus die Bewegungsglei-
chung. Geben sie die allgemeine Lésung an.
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Losung:

(a) Wir berechnen den Lagrangian aus kinetischer und potentieller Energie

mi .9 ma .9 © )

r=""y2 22,7 5
5 At 2<Z5 (5)
V = —mygz1 — magzs (6)

. . © .
L= %212 + %222 + §¢2 +migz1 + magzo (7)

(b) Die Zwangsbedingungen sind '
Z1 = Ro (8)
l =294 21 +const. = Zy=—7 9)

Die Konstante ist hierbei die Lange des Seils, das auf der Rolle aufliegt.
(c) Wir erhalten

C)
L= (ml + mg + ) 2 + (my1 — mg)gz1 + const. (10)

R2

N

1 M\
in mi+me+ - | 2 + (m1 — ma)gz1 + const.

Die Bewegungsgleichung ist daher

MY .
(m1 +may + 2) Z1 = (m1 —ma)g (11)
=d=—— = gy

ma +my + M7 =

Dies entspricht einem freien Fall mit effektiver Erdbeschleunigung geg-

21(t) = 21(0) + £1(0) - £+ %geﬁ 2 (12)
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4 Drehende Scheibe auf Pendel

Betrachten Sie ein ebenes Pendel, das aus einer masselosen Stange der Lange L und
einer Scheibe mit Masse M und Radius R besteht, die am Ende der Stange in ihrem
Mittelpunkt gelagert ist. Die Stange erlaubt Schwingungen in der Ebene und die
Scheibe kann sich um ihre Symmetrieachse (die senkrecht zur Schwingungsebene
liegt) drehen. (siehe Skizze)

Bestimmen sie die Lagrangefunktion L(¢, (;5,1/1,1&). Bestimmen Sie die beiden Be-
wegungsgleichungen. Mit welcher Frequenz pendelt die Scheibe, wenn sie nur leicht
ausgelenkt wird (d.h. ¢ << 1= sin¢ = ¢)?

Losung:

Fiir die kinetische Energie betrachten wir die Drehung der Scheibe mit ¢ um die
Aufhéngung an der Decke und mit ¢ um das Ende der Stange separat. Das Trég-
heitsmoment der Drehung mit ¢ ist M L? (Satz von Steiner). Das Trigheitsmoment
der Drehung mit v ist 1/2M R? (siehe z.B. Aufgabe 3)

1 . 1/1 .
L=T-U-= §ML2¢2 +5 <2MR2> ¥? 4+ Mg Lcos ¢
Alternativ erhédlt man den ersten Term der kinetischen Energie als die Energie der

Translation des Mittelpunkts der Scheibe. Dieser bewegt sich mit Geschwindigkeit

VR = L¢2.
Die Bewegungsgleichung fiir ¢
doL 0L 1 . .
Qo) 002 R“Y = 1 = cons = Y =1+

Die Bewegungsgleichung fiir ¢

_doL 0L 9 .
_dtaq'ﬁ_ 96 =ML“¢p+ MLgsin ¢
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(25+w2sind>:O w= %

Fiir kleine Auslenkungen erhalten wir mit sin¢ ~ ¢ die Bewegungsgleichung des
harmonischen Ostzillators und damit eine Schwingungsfrequenz von w.

5 Seilrollen

Eine Punktmasse m3 hiangt an einem Ende eines masselosen Seils fester Lange, das
iiber eine fixierte, reibungsfreie und masselose Scheibe lduft. Am anderen Ende des
Seils ist eine weitere derartige Scheibe befestigt, libe die ein zweites masseloses Seil
fester Lange lauft. An disem Seil sind zwei Punktmassen m; und mg befestigt (siche
Skizze). Auf alle drei massen wirkt die Schwerkraft senkrecht nach unten.

(a) Bestimmen sie die Lagrangefunktion L(x1, z3, 21, 2'3). Verwenden sie hierzu die
Zwangsbedingungen um x und x9 zu eliminieren.
Hinweis: Das Ausmultiplizieren quadratischer Terme ist fiir die Losung dieser
Aufgabe nicht notig.

(b) Geben sie anhand der Lagrange-Funktion an, welche Variable fiir m; = mao

zyklisch ist. Bestimmen sie die entsprechnde Erhaltungsgrofe.

Losung:

(a) Mit
x + x3 = const. und x1 + x9 = const.

erhélt man die kinetischen Energien

Ty = (& +21) = (41 — a73)°
2 2
T, = 72(:6 +25)? = 71(931 — 2i3)?
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Die potentiellen Energien sind (Mit Nullpunkt auf Hohe der oberen Scheibe)
Vi = —myg(z + x1) = myg(xzs — x1) + const.

Vo = —mag(x + x2) = mag(x3 + x1) + const.
V3 = —mggrs

Wir ignorieren die Konstanten und erhalten die Lagrange-Funktion

mi, . . my, . . ms3 .
L= 7(fﬁl—$3)2+7(901—553)2+7$32—m19($3—$1)—m29($3+l‘1)+m39$3

(b) Fiir my = my erhalten wir

L= m1($32 + $12) + 731‘3 + (m3 — 2mq)gxs
L héangt nicht explizit von x1 ab. xy ist zyklisch. Der zu x; konjugierte Impuls

ist erhalten:
oL

—— = 2m1 &1 = const.
&rl

6 Schwingende Scheibe

Eine dutinne Scheibe mit Radius R der Masse M wird von einer masselosen Schnur
gehalten, wobei ein Ende der Schnur an der Decke festgemacht, und das andere Ende
mit einer harmonischen Feder mit Federkonstante k£ verbunden ist (das Potenzial
der Feder betriigt also Vieder = (k/2) - (Auslenkung der Feder)?). Die Scheibe darf
unter dem Einfluss der Gravitationsbeschleunigung g entlang der z-Achse iiber die
Anderung der Federauslenkung auf der Schnur rollen, jedoch nicht rutschen. Des
Weiteren ist ihre Schwerpunktsbewegung auf die Vertikale beschrankt, d.h. entlang
der in der Skizze gezeichneten z-Achse.

(a) Finden Sie die Lagrange Funktion L(¢,¢) fu?r das gegebene System (¢: sie-
he Skizze). Hinweis: Das Tra?gheitsmoment der Scheibe ist gegeben durch
1/2M R?. Desweiteren fiihrt die Einschrinkung, dass die Seillinge konstant und
nur die Lénge der Feder variabel ist, dazu, dass Rollen um den Winkel ¢ in
einer Hohenverschiebung Azg = R¢ des Schwerpunktes der Scheibe und in
einer Anderung der Auslenkung der Feder um Alp = 2R¢ resultiert. Wihlen
Sie den Winkel ¢ so, dass ¢ = 0 der entspannten Feder entspricht (siehe Skizze
(a)). Ebenso soll zg = 0 die Position des Schwerpunkts bei entspannter Feder
sein.

(b) Leiten sie die Bewegungsgleichung her.
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(a) entspannt (b)

7

(c) Zeigen Sie, dass die Gleichgewichtslage gegeben ist durch ¢g = i\g—}%

Losung:
a) Aus dem Hinweis zg = R¢ und [ = 2R¢. Das Potential setzt sich zusammen
aus der Spannung der Feder und der Energie der Scheibe im Schwerefeld

k
V= 5@ — Mgzs = 2kR%*¢? — MgR¢
Die kinetische Energie setzt sich zusammen aus der Translation des Schwepunkts
und der Rotation der Scheibe
M

O . M - 11 .
M 2, Za2_Mprio 11,5200
223+2¢> 2R¢>+22 R

Wir erhalten die Lagrangefunktion

L=T-V= EMR%? — 2kR?¢* + MgR¢

b) Aus der Lagrangefunktion ergibt sich die Bewegungsgleichung
_ Ztgg - gg . gMR%'; + 4kR%) — MgR
Nach gi) aufgelost - )
b= —gpo+ %
c¢) Die Gleichgewichtslage ¢g:
Mg

¢=0 = Mg=4kR¢py = ¢0:4k¢R



