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4 Zeitlich veranderliche Felder

4.1 Wechselstromgenerator

Ein gewohnlicher Wechselstromgenerator besteht aus einer rotierenden Spule in einem
Magnetfeld. Im einfachsten Fall rotiert eine kreisformige Leiterschleife in einem homo-
genen Magnetfeld. Dessen Starke sei |§ | = 1,25 T und es zeige in die z-Richtung. Die
Schleife rotiere mit der Frequenz f = 50, 0 Hz um die x-Achse und erzeuge eine maximale
Spannung von Uy = 250 V.

a) Welchen Radius R hat die Schleife?

b) Bei welchen Winkeln * zwischen dem Flachenvektor A der Schleife und der z-Achse

liegen die maximalen Werte von |U(t)| vor? (Vernachléssigen Sie die Anschlussdréhte und
betrachten Sie die Flache der Schleife so, als sei sie geschlossen.)

Losung
a) Wir benutzen das Induktionsgesetz

Der Magnetische Fluss ist das Vektorprodukt aus Magnetischer Flussdichte und
durchflossener Flache. Damit vereinfacht sich unser Problem zu

Ut) = —CcliBAcos(wt) = wBAsin(wt) = Upysin(wt) (2)



Daraus ergibt sich fiir U

Uy = wBA = wBTR? (3)
Und somit fur R
Uo
R B 0,45m (4)

b) Die maximalen Werte ergeben sich wenn die Schleife senkrecht zum Magnetfeld
liegt, dass heifit in der xy-Ebene. Und damit wenn der Vektor der Flachennormalen
parallel oder anti-parallel zur z-Achse ist.

po=nm, n=0,1,2,3, ... (5)

4.2 Induktion durch Zug

a) Welche Spannung U wird zwischen den Schienen eines Eisenbahngleises mit der
Spurweite | = 1435 mm induziert, wenn ein Zug (m = 100 Tonnen) mit der
Geschwindigkeitv = 100 km/h dariiber hinwegfiahrt und die Vertikalkomponente
des Erdmagnetfeldes B, = 45 uT betragt? Nehmen Sie an, dass die Schienen von-
einander elektrisch isoliert sind und durch die Achsen der Wagen kurzgeschlossen
werden. Der elektrische Widerstand des Zuges sei 0,1 €.

b) Berechnen Sie die Kraft, die durch die Induzierte Spannung auf den Zug ausgeiibt
wird. In welche Richtung zeigt diese?

c) Welche Arbeit muss der Zug insgesamt aufbringen um seine Geschwindigkeit zu
halten, wenn er eine Strecke von x = 300 km zuriicklegt.
Losung
a) Um die Spannung zu errechnen benutzen wir das Induktionsgesetz.

. dA dz
Ut) =~ =B~ = Bl = —Blv = ~1,8 mV (6)

b) Bei der auftretenden Kraft handelt es sich um die Lorentzkraft.

B B22
Fl:[lB:Ul _ [*v

=-1,16 x 10°° N
7 7 .16 x 10 (7)

¢) Um die aufzubringende Arbeit zu errechnen integrieren wir die Lorentzkraft iiber
die gefahrene Strecke.

W:—/Flda::—le:O,%J (8)

4.3 Induktivitat einer Spule

Eine Spule habe 1000 Windungen auf einem Kern der relativen Permeabilitat © = 1000.
Lange und Durchmesser der Spule seien [ = 30 cm bzw. d = 6 mm. Berechnen Sie die
Induktivitat L der Spule!



Losung

Zunéchst bestimmen wir das Magnetfeld dieser langen Spule.

n
B = ppo 1 (9)

Dies ergibt fiir jede Wickelung einen magnetischen Fluss von

n._m
¢ = MM0711d2 (10)
Und damit eine Induktivitat von
n n?r
b= ;b = WOTZCF =118 mH (11)

5 Wechselstromkreise

5.1 Differentialgleichungen von Schaltungen

Eine Wechselspannungsquelle liefert die Effektivspannung U = 6 V mit der Frequenz
v = 50Hz (w = 27v). Zunichst wird ein Kondensator der Kapazitat C' angeschlossen und
es flieBit ein Effektivstrom I; = 96 mA. Dann wird statt des Kondensators eine Spule mit
Induktivitdat L und Ohmschen Widerstand R angeschlossen, der Effektivstrom betragt
dann I, = 34 mA. Schliellich werden Kondensator und Spule hintereinandergeschaltet
und es fliefen I3 = 46 mA.

1. Setzen Sie die Spannung der Stromquelle in komplexer Form als U(t) = Uet an
und leiten Sie aus den Differentialgleichungen allgemein den Scheinwiderstand (d.h.
den Absolutbetrag des komplexen Widerstandes) her von:

a) einer Kapazitat C,

(
(b
(c

(d) einer Reihenschaltung aus einer Kapazitat C' und einer Spule mit L und R.

einer reinen Induktivitit L,

einer Spule mit L und R,

)
)
)
)
2. Berechnen Sie die Kapazitit des Kondensators sowie die Induktivitdt und den Ohm-
schen Widerstand der Spule aus den oben angegebenen experimentellen Werten.

Losung

1. (a) Fir die reine Kapazitit gilt die Gleichung
ZQ=U() (12)
Q=

U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Ue™' und fiir I(t) machen wir den Ansatz
I(t) = Ie™". Ableiten der Gleichung nach ¢ fiihrt dann auf

1. N .
6[6Mt = Uiwe™! (13)



also

I =iwCU (14)

Somit ist der komplexe Widerstand
U 1
¢ I iwC (15)

und der Scheinwiderstand ]

Zol=— 16

Zel = =& (16)
Fir die reine Induktivitédt gilt die Differentialgleichung

LI =U(t) (17)

U (t) ist nun eine Oszillation U(¢) = Ue™" und fir I(t) machen wir den Ansatz
I(t) = Ie™*. Das fiihrt auf

iwLle™t = et (18)
also R
A U
[ = ——— 19
twL (19)
Somit ist der komplexe Widerstand
1
und der Scheinwiderstand
|Z| = wL (21)

Fir L und R gilt die Differentialgleichung
LI + RI = U(t) (22)

U(t) ist nun eine Oszillation U (t) = Ue™! und fiir /(¢) machen wir (im einge-
schwungenen Zustand) den Ansatz I(t) = Ie™'t. Das fithrt dann auf

Liw/'Ie™'"t + RIe™'"t = Uet (23)

o e e 7! .
Division durch e™'* ergibt

Liw'l + RI = Ueilw=et (24)

Da auf der linken Seite eine Konstante steht, kann diese Gleichung fiir alle ¢
nur dann gelten, wenn die rechte Seite auch konstant ist, d.h. wenn w = «'.
Damit folgt

I= 25
wl + R (25)
Somit ist der komplexe Widerstand
U
ZLR:?—ZWL—FR (26)

und der Scheinwiderstand

|ZLR‘ =V w22 + R2 (27)



(d) Fir L, R und C' in Reihe gilt die Differentialgleichung
. 1
LI+ RI + 5@ =U(t) (28)
U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Ue™* und fiir I(¢) machen wir (im einge-

schwungenen Zustand) den Ansatz I(t) = Ie™". Ableiten der Differentialglei-
chung nach ¢ und Einsetzen des Ansatzes fiihrt dann auf

A A 1., N )
— Lw”Ie™" + Riw'[e™" + 6[6““ b= Uiwe™" (29)
Division durch ™'t ergibt
N ~ 14 ~ . /
— Lw™T + Riw'T + o= Uiwe! @t (30)

Da auf der linken Seite eine Konstante steht, kann diese Gleichung fiir alle ¢
nur dann gelten, wenn die rechte Seite auch konstant ist, d.h. wenn ' = w.
Damit folgt:

A

- U
I = (31)
R+ (wL — i)
Somit ist der komplexe Widerstand
U 1
LRC = 5 + (W wC’) (32)
und der Scheinwiderstand
1 2
| Zrre| = R + (WL - wC) (33)
2. Es gilt
1 s 1 1 4 1
ILyp=—4\||=—%——|U|l=—=U, 34
1= W= 12l U T e Ve Y
also o
Ze| = (35)
eff
Da andererseits 1
Tl =
Ze] = (36)
folgt also
11, 11
C==241 = 2L — 50.9uF (37)

erff wU

Um die Induktivitdt und den Widerstand der Spule zu berechnen, bestimmt man
zuerst aus den experimentellen Werten die Scheinwiderstande:

U

[ Zunl = - =176.50 (38)
U

[ Znel = 7 = 13040 (39)



Damit werden nun

’ZLR’ = \/w2L2—{—R2 (40)

1 2
\Zone| = \/32 + (wL - wC) (41)

zu zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten R, L. Quadrieren und Subtraktion
ergibt eine Gleichung fiir L mit der Losung

C 9 9 1
L=—1\|Z —|Z ——— | = 0.46H 42
5 (| trl” = |ZLrel +w202> 0.46 (42)
R folgt dann mit
R =\/|Zr? — w212 = 10140 (43)

5.2 Hoch- oder Tiefpass

oO——— O

Uin C — Uout

o o

Betrachten Sie das obige Schaltbild! Es ist am Eingang eine Wechselspannung Uy, (t) =
Up cos (wt) angelegt. Berechnen Sie das Verhéltnis der Betrage von Ein- und Ausgangs-
|Uout|

spannung ‘. Handelt es sich bei der Schaltung um einen Hoch- oder um einen Tiefpass?

Losung
Die Kirchhoffsche Knotenregel in einem der beiden Knotenpunkte liefert die Beziehung;:
Ui Uout io}C 1

= == = Up = U= Ui
Zc+R  Zc L +R 1+i- RwC

(44)

Erweiterung mit dem komplex Konjugierten des Nenners fiihrt zu einer Aufspaltung in
Real- und Imaginarteil. Dies ermoglicht die einfache Betragsbildung:

1
Uout| = \/Uout - Uy = ———== - U (45)
"1+ (RwC)?
Daraus folgt:

tim 1ol _

w—0 |Mn|
o (46)

lim -~ =0

w—00 ’Uin‘

Es handelt sich also um einen Tiefpass.



5.3 Schwingkreis

oU. L

N
ges

Betrachten Sie den elektrischen Schwingkreis in der obigen Abbildung! Angegeben sind
die angelegte Wechselspannung U. = Uy cos(wt) mit Grundspannung Uy und Frequenz
w, die Induktivitat der Spule L, die Kapazitat des Kondensators C' sowie der ohmsche
Widerstand R. An der eingezeichneten Stelle wird der Gesamtstrom /g5 gemessen. Geben
Sie diesen in Abhéngigkeit der gegebenen Groéflen an! Fithren Sie zusétzlich, wo sinnvoll,

den "Grundstrom'l, := % ein.

Losung

Die Kirchhoffsche Knotenregel liefert zunéchst die triviale Beziehung, dass der Strom sich
bei Eintritt in die beiden Zweige des Stromkreises in zwei Anteile aufteilt:

Lges =11 + Iy (47)
Die Kirchhoffsche Maschenregel besagt weiterhin, dass fiir die beiden Maschen
Upcos (wt) —L-I, =0 (48)
und
Uocos(wt)—R-IQ—%,C:O (49)

gelten, wobei Q¢ die Ladung am Kondensator darstellt, welche durch I, = Q¢ gegeben
ist. Durch Integration der ersten Gleichung kommt man auf

L) = Uz sin (wt). (50)

w

Da bei t=0 eine Gleichspannung herrscht und die Spule wie die Verbindungsdrahte als
widerstandslos angenommen wird, flieit der Strom bei t=0 nur durch den anderen Zweig
und 7;(0) = 0. Die Integrationskonstante wurde demnach als 0 gewéhlt. Die zweite Glei-
chung lasst sich l6sen, wenn man statt des Stroms die Kondensatorladung betrachtet:

RQc + é@c = Uy cos (wt) (51)



Ein sinnvoller Ansatz ist, wie im Hinweis beschrieben, eine reelle Ladungsoszillation, denn
ein Imaginérteil wiirde Energieverlust bedeuten, der hier nicht auftritt:

Qc(t) = Asin (Qt) + B cos (Qt) (52)

Es gibt keinen Grund, weshalb die Frequenz der Oszillation eine andere sein kénnte als
die der Wechselspannung, daher kann man von vornherein ¢ = w setzen. Nun gilt es,
durch Einsetzen in die Gleichung die Konstanten A und B zu bestimmen. Einsetzen fithrt
zunéchst zu:

RAw + 5_ Uo} cos (wt) +

A7
- —RBw + C’} sin (wt) =0 (53)

Die Koeffizienten der Kosinus- und der Sinusfunktion miissen, da sie zeitunabhéngig sind,
beide Null sein. Daraus erhélt man:

U C

A=RCw-B, B= —FF——— 54
Y 1+ (RCw)? (54)
Einsetzen in den Losungsansatz und anschlieSende Ableitung fithrt zu
: Y . (ROw)? Y. RCw
Ih(t) = ==L "—"""2 1) — LB i t 55
A0 =Qell) =1 (Rowy W)~ Ty (rowp S ) (55)
Setzt man in I, noch die vorgeschlagene Ersetzung Iy = % ein, ergibt sich als Gesamter-
gebnis:
[0 . (RCC{.})Q Uo Io - RCw .
Lyes(t) = ————= t —_—— t 56
es(D) = T (powe W T\ 0L ~ T3 (rowpe ) S @) (56)
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