FERIENKURS ANALYSIS 2 FUR PHYSIKER

JOHANNES R. KAGER UND JULIAN SIEBER

Lésungsvorschlag zum Aufgabenblatt 4

Aufgabe 1 (zum Aufwirmen). Zeigen Sie durch Differenzieren und Einsetzen,
dass die Funktion x = % die allgemeine Losung der Differentialgleichung ¢(1 +
t)& — x = 0 darstellt (C € R). Wie lautet die durch den Punkt P = (1;8) gehende
Losungskurve?

Lésung. © und & werden in die Differentialgleichung eingesetzt und erfiillen diese
Gleichung. Es handelt sich um die allgemeine Losung, da sie als Lésung einer DGL
erster Ordnung einen frei wihlbaren Parameter enthélt. Losungskurve durch P:

v =18t /1]

Aufgabe 2 (x). Losen Sie folgende DGLen mithilfe , Trennen der Variablen“ oder
WVariation der Konstanten“:

o i(l+t}) =tx
o i=(1-1x)% z(0) =2

e tr+x=1t-sint

Losung.
o Mit TdV folgt ;du = 175z dt. Beidseitig integrieren:
1
1n|x\:§ln|1+t2|+ln|c\, ceR.

Anstatt der klassischen Integrationskonstanten ¢, empfiehlt es sich In|c|
zu addieren, da dann die Umstellung nach « leichter fillt. Beidseitige An-
wendung der Exponentialfunktion:

=l VII+e=ldVi+2=>z==4|dVIi+2=cV1+t, ceR

8

e Mit TdV folgt die allgemeine Losung x = % Einbeziehen der Anfangs-
t—2

bedingung x(0) = 2 folgert: z = =.

e Mithilfe TdV ergibt sich als Losung der homogenen DGL ti 4+ = = 0:
LThom = %
VdK erfordert nun das Ersetzen von ¢ mit ¢(t) und das Einsetzen des

erhaltenen Ausdruckes in die inhomogene DGL: z = @

LE(t) + w(t) = ¢ (%(t) - ;c(t)) 4 @ — tsin(?)

t
= ¢(t) = tsin(¢)
Partielle Integration liefert ¢(¢) (Int.konstante nicht vergessen!) und Einset-

zen in z = <8 liefert die Lésung der inhomogenen DGL: x = w

t
1
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Achtung: das ¢ in &}y, entspricht nicht dem freien Parameter ¢ in der
Losung der inh. DGL. Man verwendet aus Gewohnheit oft in beiden Glei-
chungen den Buchstaben ¢, muss sich aber des Unterschieds bewusst sein.
Ebenso ist ¢(t) # c.

///
Aufgabe 3 (xx). Bestimmen Sie die Losungen der DGL
i(t) + ta(t) = ta(t)®.
Lésung. Die DGL ist eine Bernoulli’sche DGL mit « = 3, g(t) = —h(t) = t. Wir
setzen also z = 1/z? und lésen
z =2tz —2t

mit Trennung der Variablen. Es ist

d
/ i :2/tdt
z—1

und damit z(t) = Ce®” + 1. Folglich 15st

1
VCet® +1

die Differentialgleichung. Es ist zu bemerken, dass die triviale Losung x(¢t) = 0
hiervon nicht erfasst ist und daher gesondert angegeben werden muss. ///

z(t) =+

Aufgabe 4 (). Sei z : I — R. Finden Sie die allgemeine Losung der DGL 2.
Ordnung
T—62+5x=0
Lésung. Die Losung kann mit dem Satz zur Losungsnormalform errechnet werden
(bzw. dem daraus gefolgerten Algorithmus in Tabelle 1), oder auch direkt mit Ex-
ponentialansatz z = ce®®. Dieser Ansatz wird eingesetzt in die DGL:
cb?e® — 6cbe® + 5¢e® =0 =02 —6b+5=0=b; =5,by =1

Allg. Losung als Linearkombination der Fundamentalbasis:

z(t) = c1eP% 4 pe"% = 157 + ¢e”

/1]

Aufgabe 5 (x). Sei y(z): I — R. Losen Sie das Anfangswertproblem
(1) J— Ty + 6y =sinx

so, dass y(z) periodisch wird. Achtung: an der Stelle des gewohnten Fkt.namens x
wird hier y verwendet. x ersetzt das gewohnte ¢.

Losung. Unter Verwendung von Tabelle 1:

(i) Homogene DGL 4 — 7y + 6y 16sen mit ch. Polynom:

7T+VI9-24  [6=)
)\2—7/\+6=0:)\172:2={1_)\1
= N2

Als allgemeine Losung der homogenen DGL ergibt sich:

1T )\293

= 1% + c9e”

Yo = cle/\ + coe
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(ii) Partikuldre Losung: finde Losungsansatz fiir Storfunktion g(x) = sin(x)
yp = Asin(x) + B cos(z)
Finde A, B durch Koeffizientenvergleich: y,, als y in (1) einsetzen
—Asin(z) — Bcos(xz) — TAcos(z) + 7TBsin(x) + 6 Asin(x) + 6B cos(z) = sin(z)
[BA + 7B]sin(x) + [-7A 4 5B] cos(x) = sin(zx)

=5A+7B=1
—7TA+5B=0 = A=—, B=—
(ii) Gesamtlosung als y = yo + yp:

3 7
y(x) = 165" + cpe” + 7 sin(z) + 71 cos(z)

Die verlangte Periodizitat wird durch ¢; = co = 0 erreicht.

/1]

Aufgabe 6 (xx). Skizzieren Sie das Richtungsfeld der jeweiligen DGL 1. Ordnung
mit Hilfe von Isoklinen und versuchen Sie eine Losungskurve einzuzeichnen. Wie
lautet die allgemeine Losung der DGL? (Hinweis: zeichnen Sie Linien konstanter
Steigung & ein)

lx
2t
Lésung. Einzeichnen der Isoklinen beispielhaft fiir a): Setze & auf Werte in %, 1, 3,3
und stelle um nach x(¢).

a) & x>0, b) z==x

1

)

Analytische Losungen (mithilfe , Trennen der Variablen“): a) x = c¢v/t, b) 2 = ce’.
Die Richtungsfelder sind in Abb. 1 und Abb. 2 dargestellt. Dabei ist a = . Quelle:
L. Papula Mathematik fiir Naturwissenschaftler Band 2, 2012

y b

ABBILDUNG 1. A6 a) ABBILDUNG 2. A6 b)

[\CI[9N}
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/1]

Aufgabe 7 (xx). Losen Sie folgende lineare DGLen n-ter Ordnung. (Hinweis: Satz
zur Losungsnormalform)

e T —T7i+6x=0
° yll/_4y//_11y/_6y:0
oz — gz =0

Lésung. Nach dem Satz zur Losungsnormalform gilt:
o T =cy €7 + c9e®® 4 cge 37
o y=(c; +com)e ™ + czeb

e \io==H1,A34=2i=1x=cre’ +coe ! +cze’ +cye”?
/1]
Aufgabe 8 (x). Losen Sie folgende Bernoullische DGL:

1
x’—|—;x—x320

Lisung. Es gilt also g(t) = 1 und h(t) = —1. Nach den Schritten wie im Skript:
(i) Es ist @« = 3 und damit 1 — o = —2. Damit gilt:

r?=y=z, sowie umgestellt: v =427
Durch Einsetzen in die DGL erhalten wir
2
2 — 2 =2
t

(ii) Die homogene Gleichung lautet

2 1 2

woraus durch beidseitige Integration folgt
In|zp| =2In ¢ + In| K], mit K e€R
und umgestellt nach zj
2 =K -t?

Nach dem Verfahren der Variation der Konstanten erhalten wir daraus
2(t) = K(t) - t> und finden durch Einsetzen in die lineare DGL heraus,
dass

2
K(t) = n +c mit ¢ € R beliebig
gelten muss. Zusammengefasst ergibt dies:
2(t) = K(t) -t = c-t* + 2t.

(iii) Wir setzen z(t) in die Riickransformationsgleichung ein:

1 1
= n T Ve

Dieses ist die Losung der Bernoulischen DGL.

/1]
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O = O

1 0
Aufgabe 9 (x%). Sei A= |2 0
0 0
(i) Berechnen Sie e”?.
(ii) Bestimmen Sie eine Basis des Vektorraumes aller Lésungen = € R3,¢t € R
des Gleichungssystems

T = Azx.
(iii) Losen Sie das Anfangswertproblem
.i‘l €T 0 Il(O) 1
ig =A xTo + 0 ; 172(0) = 1
: 2t
T3 x3 e x3(0) 0

Losung.

(i) Wir bemerken zunéchst, dass A = D + N mit

1 00 0 0 0
0 0 0 0 0 0
wobei N und D kommutieren. Ferner ist N nilpotent und es gilt
1 00
eM=1+Nt=1[2t 1 0
0 01
Insgesamt erhalten wir also
et 0 0 1 00 e 0 0
eMt=ePteNt =0 e 026 1 0f=[2te e 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

(ii) Die allg. Losung lautet z(t) = exp(At)zo, somit bilden die Spalten von e

ein Losungsfundamentalsystem.
(iii) Angenehmerweise entkoppelt dank der Struktur von A das DGL System.
Die dritte Zeile lautet

.Ifg(t) = th,
also x3(t) = e?'/2+C, C € R. Mit der Anfangsbedingung folgt C' = —1/2,
also
L o

Fir die beiden anderen Zeilen benutzen wir

(50) = (s &) (20)

und erhalten so insgesamt

x1(t) et
zo(t) | = | e'(2t+1)
x3(t) %(6% -1

/1]

Aufgabe 10 (xx). Sind folgende Aussagen richtig oder falsch? Begriinden Sie!
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(i) Seien a,b € R. Ist die Funktion ¢ — te' eine Lésung von Z + ai + bx = 0,
dann ist auch die Funktion ¢t — e’ eine Losung dieser Differentialgleichung.

(ii) Die Funktion f : R? — R sei stetig differenzierbar. Die Funktionen x; :
R — R und z3 : R — R seien Lésungen der Differentialgleichung & =
f(t,x). Gilt 21(0) < 22(0), dann folgt x1(t) < xo(t) fiir alle t € R.

(i) Die Aussage ist richtig.
Durch Einsetzen der Losung ¢ — te! ergeben sich die Koeffizienten a =
—2,b = 1 und somit die DGL & — 2% +x = 0. t — e! ist offensichtlich
Losung davon.

(ii) Die Aussage ist richtig.
Gébe es eine ¢ # 0 mit z1(t) > x2(t), so auch ein t* mit z1(t*) = x2(t*)
(Zwischenwertsatz). Dann sind sowohl z; als auch zo Losungen des An-
fangswertproblems

(2) T = f(t7$)’ Z‘(t*) = xl(t*)

Da f C'-Funktion ist, ist f insbesondere stetig und lokal Lipschitzstetig
bzgl. der zweiten Komponente. Aus dem Satz iiber globale Existenz von
Losungen, angewandt auf dem Anfangswertproblem (2) folgt dann

x1(t) = xo(t) fiir allet € R
im Widerspruch zur Voraussetzung
21(0) < 22(0).
Also folgt z1(t) < z2(t) fiir alle t € R.
/1]
Aufgabe 11 (%*). Sei (X,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und f : X — X
eine Selbstabbildung, fiir welche es ein n € N gibt, sodass
fri=fo-of
n mal

eine Kontraktion ist. Zeigen Sie, dass f einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.
Geben Sie ein Beispiel an, welches zeigt das f selbst keine Kontraktion sein muss.
Betrachten Sie nun die Funktion g : [0,00) — [0, c0),

() = 5 (w+simz+—

= - in —_—
g(z 5 |z tsinz+ — |
und zeigen Sie, dass g einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.

Liosung. Sei n € N, sodass f™ : X — X kontrahierend ist. Der Banach’sche Fix-
punktsatz liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes xq. Fiir
diesen gilt bekanntlich f™(z¢) = xo. Wenden wir nun f auf diese Gleichung an, so
folgt

[ (f(wo)) = f(f"(w0)) = f(w0)-
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Somit ist f(zg) ein Fixpunkt von f”. Da jedoch der Fixpunkt eindeutig bestimmt
ist, muss f(zo) = z¢ gelten. Um die Eindeutigkeit zu zeigen nehmen wir an, dass &
ein weiterer Fixpunkt von f wére. Dann folgt

@)=t f@)=rla) == fa) =1

und damit liefert der Banach’sche Fixpunktsatz & = xg.
Wir betrachten R mit der Standardmetrik. Fiir die Funktion f: R — R,

—2r firx<O0
f@) = {O firxz >0

gilt fo f = 0. Man sieht sofort, dass f keine Kontraktion ist, da die kleinstmdogliche
Lipschitzkonstante L = 2 ist.
Fiir die Funktion ¢g bemerken wir, dass fiir « € [0, c0)

1 1
/

Damit ist g eine kontrahierende Selbstabbildung des vollstdndigen metrischen Raum-
es [0,00) und der Banach’sche Fixpunktsatz liefert die Behauptung. ///

Aufgabe 12 (x*%). Zeigen Sie, dass fiir (a1, as,a3) € R? das Gleichungssystem

1 . .
r=a1+ g(smy—i—smz)

1, . .
y=az+ 6(smx+smz)

1 . .
z=uaz+ 6(51nm +siny)
eine eindeutige Losung besitzt.

Lésung. Wir betrachten den metrischen Raum (R3, d) mit der Metrik, welche von
der 1-Norm induziert wird:

3
d(z,y) = Z lzi — yil-
i=1
Da alle Normen im Endlichdimensionalen #quivalent sind, folgt, dass (R3,d) voll-

standig ist. Ferner gilt fiir f : R® — R3,

a1 + % (siny + sin 2)
f(x,y,2) = | az + g(sinxz +sinz) |,
az + g(sinz + siny)

dass
1
d(f(x,y,2), f(2,9,2)) = 6(\siny+sinz— sing —sin Z| 4 |sinz 4+ sinz — sin & — sin 2
+ |sinz +siny —sin& — sin g|)

1
< g(\siny —sing| + |sinz —sinZ| 4 |sin z — sin Z|)

IN

1 ~ i 8
3z =2+ ]y -7+ -2

= %d((z,y,z), (%,9,2)).
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Hierbei haben wir die Lipschitz Stetigkeit des Sinus |sinz —siny| < |z —y| benutzt.
Diese konnen Sie leicht mit dem Mittelwertsatz nachpriifen. Insgesamt folgt die
Behauptung nun aus dem Banach’schen Fixpunktsatz. ///



