FERIENKURS ANALYSIS 2 FUR PHYSIKER

JOHANNES R. KAGER UND JULIAN SIEBER

Losungsvorschlag zum Aufgabenblatt 3

Aufgabe 1 (xx). Wir betrachten die sogenannte Astroide:
cos®t
i >R 0= (Gny).
(i) Begriinden Sie, dass v stetig differenzierbar ist und geben Sie 4 an.
(ii) Bestimmen Sie die Bogenlénge von +.
(iii) Berechnen Sie alle Maxima und Minima der Funktion f : [0,27] — R, f(t) = |y(t)].
(iv) Ist v reguldr?

Lisung. (i): Die Komponentenfunktionen von + sind unendlich oft differenzierbar und wir erhalten
. —3cos?(t) sin(t)
() = ( 3sin®(t) cos(t).

(ii): Die Bogenlinge berechnen wir geméafs

L(y) = /0 ") dt =3 /0 " sin(t) cos(t)| dt = 12 / " sin(t) cos(t) = 6 [sin?(1)]* = 6.

0
Hierbei haben wir die Periodizitit der Funktion x — |sin(z) cos(z)| ausgenutzt.
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ABBILDUNG 1. Plot der Funktion = — |sin(x) cos(x)|.

(iii): Da die Funktion [0,00) 3 x + 2% streng monoton wichst, kdnnen wir statt ¢ — |y(t)| die Abbildung
t + |y(t)]> minimieren (maximieren). Das erleichtert die Rechnung ungemein. Es ist g(t) := |y(t)]* =
cos®(t) + sin®(t). Mit bekannter Schulmathematik folgt sofort

g (t) = 6 cos(t) sin(t)(— cos(t) + sin*(t)) = 0
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und damit ist ¢’(¢) = 0 genau dann, wenn

cos(t) =0<=t e (2Z+ 1)%

sin(t) =0<=tenZ
il
T

Insgesamt liegen also Extremalstellen bei t € 7k/4, k € {0,...,8}, vor. Statt nun standardméfig die zweite
Ableitung auszurechnen, untersuchen wir das Monotonieverhalten von g. Wir finden

37 5 3 Tmw
: firte (0,7)u (5,50 5w\ (37 Tr
g (t)<0firte O74 U 54 U ™ U 52
: e (50 (E 5m 3m\ (T
g(t)>0furt€<4,2 U<4,7T>U(4,2 U 4,27r.

Damit ergibt sich zusammenfassend

cos?(t) = sin®(t) <= cos(t) = +sin(t) <=t € (2Z + 1)

Maxima Minima

yO) =1 | y(m/4)]=1/2
y(x/2)| =1 | [yBx/4)| =1/2

(@l =1 | [y(x/4)| =1/2
yBm/2)] =1 | [y(Tm/4)| = 1/2
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ABBILDUNG 2. Plot der Funktion x + 6 cos(x) sin(z)(— cos*(z) + sin*(x)).

(iv): Die Kurve + ist nicht regulir, wie man leicht an ¢ € {0,7/2,7,37/2,27} sieht. Dort verschwindet
namlich 4. ///
Aufgabe 2 (x). Bestimmen Sie die Bogenlénge der Neilschen Parabel

t2
v:[-1,1] = R?, y(t) = <t3>

beziiglich den nachfolgenden Normen:
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(i) der gewohnlichen euklidischen Norm,
(ii) der 1-Norm: |jz|y = Y i, |z,

(iii) der Maximumsnorm: ||z, = ax |
i

Ly

Lésung. Fiir die Ableitung der Kurve erhalten wir

. (2
Y= 3t2 .
(i): Wir rechnen:

1 0 1
Lg('y):/lx/4t2+9t4 dt:f/lt\/4+9t2 dt+/0 tV/4+ 912 dt

0 1 3/2 3/2
1 1 8 13 13 8
— — | = (4 +9¢2)3/2 (44098232 — 2 4 2 .
[27( +9t) -1 + 27( +9t°) 0 27 + 27 * 27 27
3/2 _
_ 213 8.
27

(ii): Wir rechnen:

1 1
L1(7)=/1||ﬁ(t)||1dt=/12\t|+3t2;dt:2+2:4.

(iii): Wir rechnen:

1 1
L) = / 14(8) oo dt = / max{21], 3%} dt
-1 -1
3 1 4 8 62
=2(2 tdt+3 /| ?*|=2(-+1-—) ==,
(/0 + /3 ) (9+ 27) 27

Aufgabe 3 (x). Parametrisieren Sie die Kettenlinie

v:[0,00) » R2,  A(t) = (; Costyl(%))

/1]

nach Bogenlénge.

Losung. Wir berechnen die Bogenlénge als Funktion des Zeitparameters:

s(t) = /Ot [Y(7)] dr = /Ot \/m dr = /Ot cosh(27) dr = %(sinh(Qt) —1).

Die Umkehrfunktion lautet #(s) = arsinh(2s — 1)/2 und damit erhalten wir die nach Bogenlinge parametri-
sierte Kurve

B arsinh(2s—1) arsinh(2s—1) arsinh(2s—1)
= ~(t = 2 = 2 — 2 )
o(s) =(t(s)) <% cosh(arsinh(2s — 1))> IV(@2s—1)2 -1 < s2—s >
/1]
Aufgabe 4 (x). Berechnen Sie fiir R > 0 die Lénge von ~ : [0,7/2] — R?,

2Rcost
() = (2Rsin3 t) '

4(t) = 6R cos(t) sin(t) (_COSt> = |§(t)| = 6R| cos(t) sin(t)|

Lésung. Es ist
sint
und damit folgt
w/2 /2 _
L(y) = / 50| dt = 6R / | cos(t) sin(t)| dt = 3 [sin® (] /> = 3R.
0 0
/1]
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Aufgabe 5 (x). Sei ¢ >0 und v: R — C, (t) = elcti?,
(i) Schreiben Sie v als Kurve im R? und skizzieren Sie diese.
(ii) Sei a < b und L(a,b) die Lange der Kurve *y|[a ot Berechnen Sie L(a,b) und zeigen Sie, dass

lim L(a,0) existiert.
a——0o0

Lisung. (i): Aus der bekannten Euler’schen Formel erhalten wir
y(t) = el = ¢ (cost + isint).
Verwenden wir nun den kanonischen Isomorphismus
P :C— R?,

(Re z)
Z ,
Imz

n:R—=RY pt) =e (COS t) :

erhalten wir die Kurve

sint

welche bild(7y) = bild(®~! o) erfiillt.

ABBILDUNG 3. Plot der Kurve fiir ¢ = 1/10.

(ii): Wir berechnen

b
1
L(a,b) = / et dt = — (e — )
a c

und damit
ebc
li L(a,b) = —.
im L(a,b) .

a——0o0

/1]

Aufgabe 6 (x). Wir betrachten die Kardioide, welche durch

o= 0= ()
definiert ist.
(i) Bestimmen Sie die Punkte, in welchen die Ableitung der Kardioide verschwindet.
(ii) Skizzieren Sie 7.
(iii) Berechnen Sie die Lange von 7.
Hinweis: Die Identitiit 2(1 4 cost) = 4 cos?(t/2) konnte bei der Bearbeitung der letzten Teilaufgabe hilreich
sein.
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Lésung. (i): Die Ableitung der Kardioide lautet
o —sin(t) — 2sin(t) cos(?)
() = (cos(t) + cos?(t) — sin? (t))
_ ( —sin(t)(2cos(t) + 1) )
(cos(t) +1)(2cos(t) — 1)) °

Den singuléren Punkt ¢ = 7 liest man unmittelbar ab.
(ii): Die Skizze erklért den Namen “Herzlinie”.

(— sin(t)(2 cos(t) + 1))

2 cos?(t) + cos(t) — 1

ABBILDUNG 4. Plot der Kardioide.

(iii): Wir erhalten
|5(t)|> = sin(t)(2 cos(t) + 1)? + (cos(t) + 1)*(2cos(t) — 1)* = 2 + 2 cos(t)
und mit Hilfe des Hinweises
t
— )| dt
()

L(v)—/O%w<t>|dt—/0%mdt—2/0%
:2</0Wcos(;) dt—/ﬂ%cos(;) dt)
(fe b))

Aufgabe 7 (x). (i) Parametrisieren Sie die Schraubenlinie

/1]

T COoSt
7 :[0,00) = R3, ~v(t) = | rsint
ht

fiir feste r, h > 0 auf Bogenlénge.
(ii) Finden Sie eine stetig differenzierbare Funktion f: U — R2, U C R3 offen, mit

7(0,6m) = {x € R |f(z) = 0}.
Folgern Sie damit, dass v(0,67) eine eindimensionale C'~UMF ist.
Lisung. (i): Wir erhalten

—rsint
4(t) = | rcost
h
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und damit |¥(¢)|? = 72 + h2. Fiir die Bogenliinge ergibt sich also
¢
t) = / 5(7)| dr = t\/r2 + h2.
0

Fiir die Umkehrfunktion finden wir #(s) = s(r? + h?)~/2, woraus wir die auf Bogenlinge parametrisierte
Kurve ¢ sofort angeben kénnen:

7 COS ﬁ)
(ii): Die Funktion f : R? x (0,67) — R?,
F@y,2) = (m—rcosz)

y—rsinz
erfiillt die gewiinschte Eigenschaft. Ferner ist hat die Ableitung

1 0 rsinz
Df(:c,y,x)z(o 1 —rcosz)

vollen Rang, da die Zeilen linear unabhiingig sind. Somit ist (0, 67) eine eindimensionale C'*~UMF. ///

Aufgabe 8 (xx). Fiir a > 0 setzen wir I = (—a, a). Eine Funktion f : I — R heifit gerade, falls f(—z) = f(z)
fir alle © € I und ungerade, falls f(—x) = —f(z) fiir alle € I. Zeigen Sie, dass die Taylorpolynome im
Entwicklungspunkt 0 einer geraden (ungeraden) Funktion f ebenfalls gerade (ungerade) sind. (Die Existenz
sei hierbei vorausgesetzt.)

Lisung. Betrachten wir zunéchst den geraden Fall. Mit der Kettenregel sieht man leicht, dass f(z) = f(—x)
unmittelbar f'(xz) = —f'(—x) folgt, d.h. f’ ist ungerade. Analog zeigt man die umgekehrte Aussage, dass
die Ableitung einer ungeraden Funktion gerade ist. Damit folgt nun in diesem Fall, dass f(*)(0) = 0 fiir k
ungerade. Damit erhélt man nun fiir n € Ny

2n+1 (k)
Tont1f(x;0) Z f z*
@) (o (4) (2n)

was klarerweise ein gerades Polynom ist.
Im Fall einer ungerade Funktion f ergibt sich f(*)(0) = 0 fiir & gerade und damit ist fiir n € N

2n—1 (k)

TQnIfxO Zf k

f(g) 0) 5 fO(0) 5 FCD0) 5,
_— / .. — n
=f(0)z + ——2" + T + 4 (2n_1)!x
= Tonf(x;0),
was klarerweise ein ungerades Polynom ist. ///

Aufgabe 9 (xx). Priifen Sie, welche der nachfolgenden Mengen C'~UMF sind und bestimmen Sie ggf. deren
Dimension. Beweisen Sie IThre Aussagen.

(i) M = {(z,y,2) € R® |23 + y> + 2% — 3zyz = 1}
(i) N={(z,y,2) eER? |22+ 9> +22 =1, 22 +y?> =2}
(iii) O ={(z,y) e R? |y = [}
Lésung. (i): Sei f : R3 = R, f(z,y,2) = 2® + 3> + 2% — 3xyz — 1, dann ist
MNR3 = {(z,y,2) € R? |f(x,y,2) = 0}.
Bleibt zu zeigen, dass die Jacobi Matrix

Ji(w,y,2) = (32® —3yz 3y? — 3wz 32° — 3uy)
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vollen Rang hat. Dazu bemerken wir, dass J¢(z,y, z) = 0 impliziert
2

x° =yz
y: =z
2% =y

und damit f(z,y,2) = zyz + xyz + zyz — 3zyz — 1 = —1, also (z,y,z) ¢ M. Dies zeigt, dass M eine

zweidimensionale C'~UMF ist.
(ii): Wir kénnen N umschreiben zu N = {(z,y,2) € R3 |[z+22 =1}.Seig : R? = R, g(x,y,2) = v +22—1,
dann ist

NNR® = {(z,y,2) € R’ |g(x,y,2) = 0}.
Die Jacobi Matrix lautet
Jo(z,y,2)=(1 0 22)

und hat klarerweise vollen Rang. Dies zeigt, dass N eine zweidimensionale C'~UMF ist.

(iii): Wir zeigen, dass O keine eindimensionale (zweidimensional scheidet klarerweise aus) C!-UMF ist.
Angenommen wir hiitten eine solche vorliegen, so gibe es offene Mengen U C R2,V C R und einen Homéo-
morphismus @ : V — UNO, ® € CY(V,R?), mit rang D®(0,0) = 1. Bezeichne nun ¢ty = ®~1(0,0). Ferner gilt
wegen ®(V) € M ®y(t) > 0 fiir alle t € V'\ {tp} und damit nimmt @5 in ¢y ein lokales Minimum an. Folglich
ist ®4(tg) = 0 und wir erhalten

Dy (to + h) — (I)g(t()) |‘I>1(t0 + h)|

_ ! _ . _ .
0= 0t = oy PG -y P
woraus unmittelbar
- Pi(to+h) — Pi(to) . Pi(to+R)
/ _ = =

1(to) = Ao h = s h 0

folgt. Damit ergibt sich
0
Da(to) = (0>

und somit gibt es keine zuléssige Karte der vermeintlichen UMF O. ///

Aufgabe 10 (). Seien a = (—1,0), b = (1,0) und A > 0. Die Cassini-Kurve wird durch
C\ = {z € R? | |z — al*|z — b]* = \?}
definiert. Bestimmen Sie mit Begriindung fiir welche Parameter A\ C) eine UMF ist.
Lésung. Es sei fi : R? = R, fA(z) = |z — al?|z — b|?> — A\%. Eine kurze Rechnung zeigt
Df\(z) = (4z1 (27 + 23 — 1) 4xy(2f +23+1)).

Damit hat D fy genau dann nicht vollen Rang, wenn zo = 0 und z; € {0,£1}. Jedoch gilt (£1,0) ¢ C), fiir
alle A > 0 und (0,0) € C) ausschlieRlich, falls A = 1.
Insgesamt folgt, dass Cx, A € (0,00) \ {1}, eine eindimensionale C**~UMF ist. ///

Aufgabe 11 (x%). Seien M C R™ und N C R" k,,~ bzw. k,~dimensionale C*~UMF. Zeigen, dass dann
M x N ={(z,y) |x € M, y € N} eine C!~-UMF des R™*" ist. Welche Dimension hat die neue UMF?

Lésung. Seien V,,, C RF», U,, C R™ und V,, C R* U, C R™ offene Mengen, sodass ® : V,, — U,, N M und
v :V, = U, NN Parametrisierungen von M bzw. N sind. Dann ist
E:Vi XV, = (Up xUy)N (M x N),
(@,y) = ((2), ¥(y))
bijektiv und homdomorph. Ferner ist = stetig differenzierbar und es gilt

- _ (D®(x) 0 (mAn) X (ke +kn)

Ferner ist rang D=(x, y) = ky, + k, fiir alle (x,y) € M x N und damit ist M x N eine (k,, + k,)—dimensionale
Cl-UMF des R™*n. ///
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Aufgabe 12 (%). Seien f: (0,00) x R? — R und ~ : [1,3] — R3 definiert durch

2% 2t
f('rﬂ y? Z) = S V(t) = t2
X %t?’

Berechnen Sie die Bogenldnge von v sowie f,y f(s) ds.

Losung. Wir erhalten

2
i) = | 2t
£2
und damit
° ? ° 138
L) :/ 40| dt:/ Vit 4ot dt:/ 2p2di—449- =5
1 1 1 3 3
Ferner ist

3 3
: 81 1
/f(s) ds = / FOy@N)A @) dt = / t2+t*) dt =8+ — — — =28.
~ 1 1 4 4
/1]
Aufgabe 13 (). Betrachten Sie die beiden Vektorfelder v,w : R? — R?,

e =(,",)  wen=("27)

und bestimmen Sie das Kurvenintegral entlang

(i) 71, welche den Halbkreis von (0, —1) nach (0,1) mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung gegen
den Uhrzeigersinn von unten nach oben durchlauft.

(ii) 2, welche die Verbindungsstrecke von (0, —1) nach (1,0) und die Verbindungsstrecke von (1,0) nach
(0,1) ebenfalls von unten nach oben durchliuft.

Lésung. Wir parametrisieren vy : [—7/2,1/2] — R2,
cost
n(t) = (sint)

und Y2 = V2,1 + ¥2,2 mit V2,1 ¢ [O, 1] — R2, V2,2 ¢ [O, 1} — RQ,

t 1-—-t¢
V2,1 = t—1) V2,2 = + .

/71 v(s) - ds = /W2 V(71 () A (t) dt

—m/2
/77/2 < sint ) (— sint)
= . . dt
—r/2 cost —sint cost

/2
/ cos?t —sin?t — sintcost dt
—7/2

(i): Wir rechnen

0

und weiter

/ v(s) - ds = /0 v(72,1(1)) - Y2,1(t) dt +/0 v(72,2(1)) - Y2,2(t) dt

INEOROEST AR

t+1-3tdt
0
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Man kann sich das Ergebnis auch iiberlegen, indem man bemerkt, dass v konservativ ist. Ein mogliches
Potential lautet ®(z,y) = 2y — y?/2.

Fiir w berechnet man
/ w(s)-ds:—z, / w(s)-ds =—1.
71 2 Y2

Priifen Sie nach, dass rotw(z,y) = 1. ///
Aufgabe 14 (x). Zeigen Sie, dass das Vektorfeld v : (0,00)R? — R3,

v(x,y,z) =

Bo—ae

Inx

wirbelfrei ist und berechnen sie das Kurvenintegral fab v(s)-ds mit ¢ = (1,1,1) und b = (2,2, 3).

Losung. Es gilt
0

V xv(z,y,z) = %f =0.

8] |=

o

Da das Defintionsgebiet sternférmig, also insbesondere einfach zusammenhéngend ist, existiert ein Potential.
Ein solches lautet beispielsweise ®(x,y, z) = zlnx + y. Damit ist fab v(s)-ds = ®(b) —P(a) =3In2+1. ///

Aufgabe 15 (). Es seien R* — R3 und v : [0,1] — R? definiert durch

3x2 + 6y
ey = by | ()= |52
6z gtg
Berechnen Sie V x v sowie [ v(s) - ds.
Lésung. Wir berechnen
—6y
V xv(x,y,z) = 0
—6
Mit
1
)= |t
t2
folgt
1 [6t2 1 1
- 1 1 52
/v(s)~d3=/ N dt:/ 61>+t 42600 dt =24+ - + - = —.
Y 0 2t3 t2 0 7 3 21

///
Aufgabe 16 (xx). Es seien das Vektorfeld v : R® — R? und die Kurve v : [0, 7] — R? definiert durch

z+y 1—sint
’U(.’I?,y, Z) = T+ z ) fY(t) = 1+Cé)asntZt
y+x t

Berechnen Sie [ v(s) - ds.

Lésung. Wir priifen die Integrabilitdtsbedingung
1-1
Vxov(z,y,z)=|1-1] =0
1-1
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und da der Definitionsbereich einfach zusammenhéngend ist, liefert das Poincaré’sche Lemma die Existenz
eines Potentials. Scharfes Hinsehen liefert ®(xz,y, 2) = 2y + 2z + yz. Damit ergibt sich mit v(0) = (1,1,0)
sowie y(m) = (1,—1,7), dass

/v(s) -ds = B((1)) — B(7(0)) = B(1, —1,7) — B(1,1,0) = —1 — 1 = —2.

/1]
Aufgabe 17 (). Zeigen Sie, dass das Vektorfeld v: A — R? A = {(z,y) € R? |(z,y) # (0,0)},
y
v(z,y) = <x2+y2 jy>
T — w2+y2
die Integrabilitdtsbedingung erfiillt, jedoch kein Potential besitzt. Woran liegt das?
Losung. Es ist

Ovy 2 — o2

ety .
Ovy z? — 2

— = —F— +1.
oy "V = ey T

Allerdings gilt fiir 7 : [0,27] — R?, y(t) = (cost,sint)

27 . .
/U(S) ds = / (2 smt) . ( Smt) dt = 2.
~ 0 0 cost

Damit ist v nicht konservativ und besitzt somit kein Potential. Grund dafiir ist, dass A nicht einfach zusam-
menhéngend ist. ///

Aufgabe 18 (x). Sei f € C}(R?,R) und v € C*(R3,R?). Zeigen Sie die Identitit
Vx(fv)=Vfxv+fVxo.

Lésung. Sdmtliche Summen laufen von 1 bis 3. Wir berechnen mit der Produktregel fiir ¢ = 1,2, 3

(VX (o), = Y eiwdi(fv); = D einv0if + [ cijudiv;

4,3 .3 4]
= _cim(VIiw; + f(V x )i = (Vf x v+ [V xv),.
.3
/1]
Aufgabe 19 (xx). (i) Seien f € C}(R?%,R) und g, h € C1(R,R). Zeigen Sie, dass

h(x)
F(x):/() flx,t) dt
g(x

stetig differenzierbar ist mit
h(x)

F'x) = f(z, h(z))h'(x) = f(2,9(x))g (z) +/( : O f (2, ) dt.

Hinweis: Die Abbildung (z,y, z) — f; f(x,t) dt is fiir eine Funktion f : R? — R ebenfalls stetig.
(ii) Berechnen Sie die Ableitung von

x _ ,—xt
F(z) = / =™ o

.t

Losung. (i): Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Satzes iiber parameterabhingige Integrale. Wir
betrachten zuniichst die Funktion G : R? — R,

z
G(z,y,z2) :/ f(z,t) dt
y
und bemerken, dass nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
0yG(z,y,2) = —f(z,y), 0.G(x,y,2) = f(z,2)
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gilt. Nach dem Satz {iber parameterabhéngige Integrale ist
z
0.G(x,y,2) = / Op f(z,t) dt.
Yy

Mit dem Hinweis schlieRen wir, dass alle partiellen Ableitungen von G auf R? stetig sind und damit ist G
total differenzierbar. Mit der Kettenregel folgt

1
F’(fﬂ)=%G(%g($)»h(x))=(3xG(x,9(w)7h($)) 0yG(x,g(x),h(x)) 0:G(x,g(x), h(x))) zigl‘;

h(z)

_ /( (o) dt - F(z, 9(2))g' () + f(@, h(2) ().
g(x

(ii): Wir iiberprufen, dass f(z,t) = (1 — e *")/t stetig differenzierbar ist. Zunichst bemerken wir, dass f

stetig durch = bei t = 0 fortgesetzt werden kann. Das kénnen Sie sich mit L’Hospital schnell iberlegen. Ferner

ist f unendlich oft differenzierbar, da wir die Funktion in eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R = oo

entwickeln kénnen:

1 > (xt)”) 1S (—at)” > (—azt)"
1= Z AN, Z =z Z .
| | |
t ( — nl t = nl — (n+1)!
Wir wenden Punkt (i) an und erhalten
T ./132 —.’EQ —fEQ .’L‘2 12 —1}2 .’EZ —fEQ
F’(w):/ e_'”dt—l_e +1—e __¢ —e" 1l-—e +1—e _of —e

—z x x x x x x

/1]



