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Aufgabe 1: Eigenschaften von Gruppen

Wir betrachten eine Gruppe (G, o).

(a) Listen Sie die von G erfiillten Gruppenaxiome auf. Welches zusétzliche Axiom ist fiir
abelsche Gruppen erfiillt?

Losung: Die Gruppenaxiome sind

(i) Va,be G:aobe G
(ii) Je€e GVa e G:aoce=eoa=a
(iii) Va € Gda™t € G:atoa=e¢
(iv) Ya,b,ce G:ao(boc)=(aob)oc
(b) Zeigen Sie unter Benutzung der Gruppenaxiome aus a) folgende allgemeine Eigenschaf-
ten von Gruppen:
(i) Eindeutigkeit des inversen Elements fiir jedes a € G
(ii) Eindeutigkeit des neutralen Elements e

(iii) Ya,b,c€ G : aob=aocc=b=c
Loésung:

(i) Seien a~! und a~! zwei inverse Elemente fiir a. Es gilt

at=aloaoca '=a

(ii) Seien e und € zwei neutrale Elemente. Es gilt
e=eoe=¢

(iii) Es gilt

1 1

aob=aocea "oaob=a "ocaocceb=c
(¢) Warum gilt Eigenschaft (iii) nicht fiir die Multiplikation in R oder einem anderen

Korper?

Losung: In einem Kérper gilt a - 0 = 0 fiir alle a € G, sodass die Eigenschaft (iii) nur
erfiillt ist fiir a # 0.



Aufgabe 2: Untergruppen und Linksnebenklassen

Sei G eine Menge und o : Gx G — G eine zweistellige Verkniipfung, sodass (G, o) eine Gruppe
bildet. Im folgenden betrachten wir Tupel (H, o), wobei H jeweils eine Teilmenge von G ist.

(a)

Welche Axiome miissen erfiillt sein, damit es sich bei (H, o) um eine Untergruppe von
(G, o) handelt?

Lésung: (H, o) muss die Gruppenaxiome erfiillen. Da (G, o) bereits eine Gruppe ist,
ist Assoziativitdt von o bereits automatisch erfiillt und das neutrale Element e € G
existiert. An nicht-trivialen Eigenschaften verbleiben

(i)ae H=>a'leH
(ii) ee H
(iii) a,be H=aobe H

Zeigen Sie, dass (H, o) genau dann eine Untergruppe von (G, o) ist, wenn

Ya,b€ H:aob ' € H. (1)

Losung:

»,=": H ist eine Untergruppe. Seien nun a,b € H. Wegen (i) ist b=! in H und damit
wegen (iii) auch a o b1

,<": Fiir alle a,b € H. ist aob™! in H. Insbesondere ist also ¢ = aoa~! in H und damit
auch a=! = eoa™!. (i) und (ii) sind also erfiillt und b=! € H. Damit ist schlieflich auch
aob=ao (b_l)_1 in H.

Sei a € G ein Element von G. Wenn H eine Untergruppe ist, so heifit die Menge
aH := {aoh|lh € H} ,Linksnebenklasse* von a. Zeigen Sie folgende Eigenschaften von
Linksnebenklassen:

(i) eH = H, wobei e das neutrale Element in G ist.
(il) a€e H<aH =H
(ili) aH =bH < b 'oae H

Loésung:

(i) Es gilt eH = {eohlhe H} ={hlhe H} = H.
(ii) Es sei g € aH. Da a € H gilt auch g € H, woraus folgt dass aH C H. Andererseits
ist aber auch H C aH,dah =ao (a_l o h) mit a~'oh € H. Folglich gilt H = aH.
(ili) ,=“: aH = bH impliziert, dass fiir ein h € H die Identitiit a = boh bzw. b=l oa =
h € H gilt.
<% Aus b~ ! oa € H folgt direkt a € bH, und damit e C bH. Andererseits gilt

auch a= ! ob € H, da H eine Gruppe ist, und damit auf analoge Weise bH C aH.
Folglich ist aH = bH.

Bonusfrage: Zeigen Sie, dass es sich bei der Relation a ~ b < b~'oa € H genau dann
um eine Aquivalenzrelation handelt, wenn H eine Untergruppe von G ist.

Loésung:

»,=: Wenn H keine Untergruppe von G ist, existieren a,b € H, sodass aob~! ¢ H.
Damit kann ~ keine Aquivalenzrelation sein, da a ~ e ~ b aber nicht a ~ b gilt und ~
also nicht transitiv ist.

,<": Es sei H eine Untergruppe von G. Dann ist ~ reflexiv, da a ™' oa =e € H. ~ ist
weiterhin symmetrisch und transitiv, da b=! ~ a € H < a=! ob € H und ausserdem
firclobe Hund b 'oa € H auchc tobob loa=cloac H gilt.
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Aufgabe 3: Polynome iiber allgemeinen Ko6rpern

Die Menge G = {0, 1, a, b} bildet zusammen in der in den Tabellen 1 und 2 gezeigten Addition
+ und Multiplikation - einen Korper. Es ldsst sich iiber (G, +, ) also insbesondere auch mit
Polynomen rechnen.

(a) Sei x € G eine Unbekannte. Finden Sie die Nullstellen der folgenden Gleichungen :

(i) 0=x+b

(i) 1 =23
(iii) 0=2%+bzx +a
(iv) 1=a%+b2* —a
Losung:

(i) Aus der Additionstabelle ist ersichtlich, dass x = —b = b.
(ii) Aus der Multiplikationstabelle kann man ablesen, dass 13 = a3 = b® = 1, also
erhélt man als Losungen 1 = 1, 3 = a, und z3 = b.
(iii) Aus der Mutliplikationstabelle ist ersichtlich, dass ab = 1 und a® = a + 1 = b.
Durch Ausprobieren erhilt man damit die beiden Losungen z; = 1 und z5 = a.

(iv) Aufgrund von x® = 1 fiir alle x # 0 ist die Gleichung equivalent zu 1 =1+ bx — a
bzw. a = bx. Aus der Multiplikationstabelle lieft man als also die Losung = = a
ab.

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € G die Identitét (z + y)* = 22 +y? gilt. Hinweis: Benutzen
Sie, dass die Hauptdiagonale der Additionstabelle nur aus Nullen besteht.

Losung: Aus der Hauptdiagonalen der Additionstabelle kann man ablesen, dass Va €
G : x = —z. Damit erhilt man (x + y)2 =22+ y? +yr + 2y = 22 + 9%

Aufgabe 4: Restklassenringe

In der Vorlesung wurde die Menge der ganzen Zahlen Z zusammen mit der Standart-Addition
als Beispiel fiir eine Gruppe genannt. Hier betrachten wir anstatt von Z die Menge Z,, der
natiirlichen Zahlen kleiner p fiir ein gegebenes p € N.

(a) Zeigen Sie, dass Z,, zusammen mit der Addition + modulo p eine Gruppe bildet. Welche
Eigenschaften miissen Sie hierfiir {iberpriifen?

Losung: Es miissen die Gruppenaxiome iiberpriift werden. Z,, ist abgeschlossen beziiglich
der Addition modulo p, da der Rest bei division durch p kleine p sein muss, und assozia-
tiv da die Standartaddition assoziativ ist. Die Null ist das neutrale Element, da fiir alle
n € N:n =n+0mod p. Das inverse Element fiir n € Nist p—n, dan+p—n = 0mod p.

(b) Warum kann Z, zusammen mit der Multiplikation - modulo p keine Gruppe bilden?
Zeigen Sie, dass - auf Z,, assoziativ ist und ein neutrales Element besitzt!

Loésung: Die Multiplikation modulo p ist assoziativ, da die Standartmultiplikation as-
soziativ ist. Das neutrale Element ist 1, da fiir alle n € N : n = 1 - nmodp. Da aber



die Null beziiglich der Multiplikation kein inverses Element besitzt, kann (Z,,-) keine
Gruppe bilden.

Man definiert Z; als die Menge der positiven Zahlen kleiner p. Bilden die Mengen Zj,
Zj, und Z§ mit der Multiplikation modulo p jeweils eine Gruppe? Begriinden Sie!

Losung: Aus dem vorherigen Aufgabenteil ist bekannt, dass die Multiplikation modulo
p assoziativ ist und alle drei Mengen ein neutrales Element besitzen. Es verbleibt zu
iiberpriifen, ob die Mengen abgeschlossen sind und jeweils alle Elemente ein Inverses
besitzen.

Fir Zj gilt 2-2 = 0mod 4 und fiir Z§ gilt 2-3 = 0mod 6, beide Mengen sind also nicht
abgeschlossen und damit keine Gruppen.

Fir Zj3 ist aus der vorherigen Aufgabe bekannt, dass 1 das neutrale Element ist. Da
weiterhin 2 - 2 = 1mod 3 ist die Menge abgeschlossen und jedes Element besitzt ein
Inverses. Z3 ist also eine Gruppe.

Bonusfrage: Sei p nun eine Primzahl. In diesem Fall gilt fiir jedes a € N, dass

a?™! = 1modp. (2)

Diese Aussage ist bekannt als der ,kleine Satz des Fermat“. Was implizert Gleichung 2
fiir (Z;, .)?

Lésung: Der kleine Satz des Fermat ist gleichbedeutend damit, dass jedes a in Zj ein
inverses Element besitzt. Damit ist sichergestellt, dass (Zj,-) eine Gruppe bildet.



