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4 Zeitlich veranderliche Felder

4.1 Induktion im Drahtrahmen

Ein waagrecht angeordneter und auf der rechten Seite offener Drahtrahmen der Breite
[ = 10cm wird von einem homogenen Magnetfeld der Flussdichte B = 0,90T senkrecht
durchsetzt (s. Abbildung). Ein Leiterstiick liegt auf dem Drahtrahmen und wird durch
eine dufere Kraft F' mit der konstanten Geschwindigkeit v = 25cm /s nach rechts bewegt.
Der Widerstand im linken Teil des Drahtbiigels besitzt den Wert R = 0, 50€2, der Wi-
derstand des restlichen Drahtbiigels und des Leiterstiicks sowie Kontaktwiderstédnde sind
vernachlassigbar.

1. Bestimmen Sie unter Verwendung des Induktionsgesetzes die Spannung U;, die zwi-
schen den beiden Auflagepunkten des Leiterstiicks induziert wird, sowie die Starke
I des im geschlossenen Kreis flieBenden Stroms.

2. Berechnen Sie die Kraft F', mit der am Leiterstiick gezogen werden muss. Reibungs-
krafte sollen unberticksichtigt bleiben.

3. Bestimmen Sie die mechanische Arbeit W,,, die wahrend der Zeitspanne At = 10s
verrichtet wird und die im Widerstand R umgesetzte elektrische Energie AW, fiir
diese Zeitspanne unter Verwendung der Ergebnisse der vorigen Teilaufgaben. Ver-
gleichen Sie die beiden Werte und interpretieren Sie das Ergebnis.

4. Der sich mit vy = 25cm/s bewegende Leiter wird nun (¢ = 0s) losgelassen. Bestim-
men Sie v(t) und skizzieren Sie die zugehorige Funktion.
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1. Induktionsgesetz

U =— dt // (BZ:E) —Blv = —22,5mV (1)

Ohm’sches Gesetz o
I= Ei — —45mA (2)

2. Lorentzkraft auf einem Leiter

F =1IB = —4,05mN (3)

3. Einsetzen der Definition von Arbeit liefert:
Wm:/ﬁ-da?:/ﬁ-ﬁdt:FvAt:—10,1mJ (4)
W, — / Pdt = UTAL = 10, 1mJ (5)

Die zwei Werte sind betragsmafig gleich, da beim betrachteten Vorgang mechanische
Arbeit am Widerstand in Warme umgewandelt wird (Energieerhaltung).

4. Einsetzen von Gleichung 1 und 2 in 3

U; —Blv B21%v
F=IlB=—IB= [B=— 6
R R R (6)

Aufstellen der Bewegungsgleichung mit Hilfe vom 2. Newton’sches Gesetzt.

dv B2? dv B?[?
F — — _— = — = —
ma=moy = ——pv = P Y Cv (7)

Losen der Bwgl. mit einem Exponentialansatz oder Trennung der Variablen.

B??
Ct .
t C=
mi o~

v(t) = voe~

mit vy = 25cm/s.

4.2 Drahtschleife

Eine quadratische, ebene Drahtschleife (Seitenlédnge [ = 1m, Windungszahl n = 10) liege
in einem homogenen Magnetfeld (|B| = 0,6V s/m?); die Richtung der magnetischen In-
duktion stehe senkrecht auf der Flache der Schleife. Eine Seite der Schleife falle mit dem
Magnetfeldrand zusammen. Die Schleife werde nun mit der konstanten Beschleunigung
|d| = 2m/s? aus dem Feld herausgezogen. Die Richtung der Beschleunigung liege in der
Schleifenebene und stehe senkrecht zur Begrenzung des Feldes. Welche Warmemenge W
wird insgesamt in dem an die Schleife angeschlossenen Widerstand R = 62 erzeugt?
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Die Schleife wird mit der konstanten Beschleunigung a aus dem Magnetfeld gezogen. Die
vom Magnetfeld durchflossene Fliche A nimmt somit um dA = ldz ab. Die Bewegungs-
gleichungen der gleichmafig beschleunigten Schleife lauten

o(t) =1 — ;atQ o(t) = —at ()

Sei T' die Zeit, bei der die Schleife das Magnetfeld vollig verlassen hat, so gilt

2(T)=0 = T=4/= (10)

Bei konstantem Magnetfeld ergibt sich die induzierte Spannung zu

dd(t) dA(t) da(t)

ind(t) = —n——==-—nB———= = —nbBlI = nBlat 11
Usna(t) n—y nB— n % nBla (11)
——
v(t)=—at
Die elektrische Leistung ist definiert durch P = %:
1 2
P(t) = EUind@) (12)
1 2 321242
AW = P(t)dt = 5 Una(t)* dt = %ﬁ dt (13)
212722 T 2132722 T 213272 2
W:nBRla / t2dt:nBRla L{l})t?) :nB;)éaTg
0 0
232122 (21\*?  9n2RB2?
- % () - T;R V2al” = 8] (14)
a

4.3 Exponentielles Magnetfeld in Metallring

Ein Metallring mit Radius » = 10cm wird in ein rdumlich homogenes Magnetfeld ge-
halten, wobei die Normale des Kreisrings parallel zum Magnetfeld B gerichtet ist. Der
Widerstand des Metallrings betréagt R = 0, 1Q2. Das Magnetfeld hat die Zeitabhéngigkeit
B = Byexp (—t/7) mit By = 1,5T und 7 = 3s.

1. Geben Sie einen Ausdruck fiir den magnetischen Fluss durch den Metallring als
Funktion der Zeit an.

2. Geben Sie einen Ausdruck fiir die im Metallring induzierte Spannung als Funktion
der Zeit an.

3. Wie grof ist die maximale induzierte Spannung?

4. Der Ring wird nun geschlossen. Berechnen Sie den durch den Ring flieSenden Strom.
Wie grof3 ist der maximale Wert?

5. In welcher Richtung flieft der Strom? Markieren Sie diese in einer von Ihnen ange-
fertigten Zeichnung des Versuchsaufbaus und begriinden Sie IThre Antwort.



Losung

1.
D(t) = /é -dA = 7®Byexp (-t) (15)
T
> dd(¢) d 2B
_ a0 AT _E\] ™ Bo _t
Uina(t) = 5 - @™ Boexp< 7_)] = exp< 7_> (16)

3. Die maximale Spannung liegt vor fiir ¢ = 0:

Unaz = Upna(t = 0) = 16mV (17)
4.
Umd(t) WTQBO t
I(t) = = _— 1
®) R TR exp( 7') (18)
Inaz = I(t = 0) = 0,16A (19)

5. Der Strom wirkt der Schwachung von B entgegen (Lenz’sche Regel) und fliefit bei
einem aus dem Blatt schauenden B-Feld gegen den Uhrzeigersinn.

5 Wechselstromkreise

5.1 Differentialgleichungen von Schaltungen

Eine Wechselspannungsquelle liefert die Effektivspannung U = 6 V mit der Frequenz
v = 50Hz (w = 27v). Zunéchst wird ein Kondensator der Kapazitat C' angeschlossen und
es flieft ein Effektivstrom I; = 96 mA. Dann wird statt des Kondensators eine Spule mit
Induktivitat L und Ohmschen Widerstand R angeschlossen, der Effektivstrom betragt
dann I = 34 mA. Schliefllich werden Kondensator und Spule hintereinandergeschaltet
und es fliefen I3 = 46 mA.

1. Setzen Sie die Spannung der Stromquelle in komplexer Form als U(t) = Ue™' an
und leiten Sie aus den Differentialgleichungen allgemein den Scheinwiderstand (d.h.
den Absolutbetrag des komplexen Widerstandes) her von:

a) einer Kapazitat C,

(a)
(b)
()

)

(d) einer Reihenschaltung aus einer Kapazitdt C' und einer Spule mit L und R.

einer reinen Induktivitat L,

einer Spule mit L und R,

2. Berechnen Sie die Kapazitat des Kondensators sowie die Induktivitat und den Ohm-
schen Widerstand der Spule aus den oben angegebenen experimentellen Werten.
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1. (a) Fur die reine Kapazitat gilt die Gleichung
ZQ=U() (20)
Q=

U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Ue™" und fiir I(t) machen wir den Ansatz
I(t) = Ie™*. Ableiten der Gleichung nach ¢ fiihrt dann auf

1~ ~ .
alem = Uiwe™" (21)
also . A
[ =iwClU (22)
Somit ist der komplexe Widerstand
U 1
¢ I wC (23)
und der Scheinwiderstand ]
Zol = — 24
Zel = =& (24)
(b) Fiir die reine Induktivitéit gilt die Differentialgleichung
LI =U(t) (25)

U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Ue™' und fiir I(t) machen wir den Ansatz
I(t) = Ie™". Das fiihrt auf

iwLle™t = Ueit (26)

also

A

I= (27)

U
wl
Somit ist der komplexe Widerstand

Zp = = = iwl (28)

~|

und der Scheinwiderstand
|Z1] = wL (29)

(¢) Fiir L und R gilt die Differentialgleichung
LI +RI=U(t) (30)

U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Ue™! und fiir /(¢) machen wir (im einge-
schwungenen Zustand) den Ansatz I(t) = Ie™'t. Das fithrt dann auf

Liw/ et + RIe™'t = et (31)



iw't

Division durch e** ergibt

Li'T 4+ RI = Ueil=t (32)

Da auf der linken Seite eine Konstante steht, kann diese Gleichung fiir alle ¢
nur dann gelten, wenn die rechte Seite auch konstant ist, d.h. wenn w = «'.
Damit folgt

A

A U
[= — 33
wl + R (33)
Somit ist der komplexe Widerstand
U .
ZLRZTZZWL—FR (34)

und der Scheinwiderstand
| Zpr| = Vw?2L2 + R? (35)
(d) Fir L, R und C in Reihe gilt die Differentialgleichung
LI+ RI+ éQ =Ul(t) (36)
U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Ue™* und fiir I(¢) machen wir (im einge-

schwungenen Zustand) den Ansatz I(t) = Ie™". Ableiten der Differentialglei-
chung nach ¢ und Einsetzen des Ansatzes fiihrt dann auf

A A ]_ A s A .
— Lw”1e™" + Riw'Ie™" + 5[6“" b = Uiwe™" (37)
Division durch et ergibt
N ~ 14 A A /
— Lw”I + Riw'l + o= Uiwe' @t (38)

Da auf der linken Seite eine Konstante steht, kann diese Gleichung fiir alle ¢
nur dann gelten, wenn die rechte Seite auch konstant ist, d.h. wenn ' = w.
Damit folgt:

A

U

I= _ (39)
R+ (wL — %)
Somit ist der komplexe Widerstand
U 4 1
ZLRC:f:R+/L<WL_w> (40)
und der Scheinwiderstand
1 2
| Zrre| = R + (WL - wC) (41)
2. Es gilt
1 - 1 1 4 1
lepr=—\|I[|l=—=——|U|l=—U, 42
1= = 12l U T e Ve )

(e}



also
Uess

Zc| = (43)
Lesy

Da andererseits 1
| = — 44
Zel = —¢ (44

folgt also

1 Iy 11
= -9 — — 2l 50.9,uF 45
w Ueff wU a ( )

Um die Induktivitdt und den Widerstand der Spule zu berechnen, bestimmt man
zuerst aus den experimentellen Werten die Scheinwiderstande:

U

Zunl = - = 176.50 (46)
U

| Zre| = I = 13040 (47)

Damit werden nun

’ZLR| = \/w2L2+R2 (48)

|ZLrel :\/R2+ ( L—wlc)z (49)

zu zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten R, L. Quadrieren und Subtraktion
ergibt eine Gleichung fiir L mit der Losung

L=

N\Q

<|ZLRy \Zorol? + >:0.46H (50)

D202
R folgt dann mit

R =\/|Zurf* — w2L2 = 10140 (51)

5.2 Induktivitat

Betrachten Sie den abgebildeten Stromkreis aus einer Gleichspannungsquelle U = 10V,
einer Induktivitdt L = 0, 1H und zwei Widerstanden R; = 50€2 und Ry = 1501).

Ry

1. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird der Schalter S geschlossen. Bestimmen Sie die Strome [
und I, in den beiden Asten des Stromkreises als Funktionen von ¢.



2. Nachdem sich der stationare Zustand eingestellt hat, wird der Schalter wieder geoft-
net. Wie grof} ist die Spannung zwischen den Punkten A und B als Funktionen der
Zeit und wie grof ist ihr Maximum? Wie grof8 wéire die Maximalspannung zwischen
A und B, wenn R; = 50012 wéare?

Hinweis

Uberlegen Sie sich, wodurch unmittelbar nach dem Offnen des Schalters die Strom-
starke im verbleibenden Stromkreis festgelegt wird.

Losung

1. Die beiden Aste sind parallel an die Spannung U angeschlossen. Fiir die Stromstér-
ken [; und I, gilt dann:

R =U
le + RQIQ - U

Die erste Gleichung legt I; sofort fest

U

L(t) = i

Die zweite Gleichung ist eine DGL fiir I; mit der Losung

U t
Ig(t) = E + A€_RT2

Einarbeitung der Anfangsbedingung I5(0) = 0 legt die Inetgrationskontante A fest:

also
U

bt) = - (1-%)

2. Durch das Offnen des Schalters wird der aus L, R, und R, bestehende Reststromkreis
isoliert. In den beiden Asten dieses Kreises flieBen aufgrund der Vorgeschichte im
ersten Augenblick nach dem Ausschalten unterschiedliche Stromstarken. Allerdings
ist das hier kein Problem, da der Ast 2 eine Induktivitit hat (wirkt analog zu einer
mechanischen Trégheit) und der Ast 1 nicht. Daher wird sich der Strom durch den
Ast 1 instantan an den Strom im Ast 2 anpassen, also vom Wert I; = R% auf den
Wert I5(o0) = R% springen. Der Anfangsstrom im Reststromkreis ist also I = R%.

Die weitere zeitliche Entwicklung des Stroms I gehorcht dann der DGL
LI+ (Ry+ Ry)I =0
also

U ¢
I(t) = e



wobei die Anfangsbedingung zum neuen Zeitpunkt ¢ = 0 (Offnen des Schalters)
schon eingearbeitet wurde. Aus dem Strom ergibt sich die gesuchte Spannung am
Widerstand Rjy:

Ul(t) = Rl-[(t) _ UR]_ e—@
Ry

Die Maximalspannung wird direkt nach dem Offnen erreicht und betrigt

UR,

2

= 3,33V

Ul, max —

Wiére der Widerstand R; = 500€2, dann wéare die Maximalspannung zehnmal so
grof3, also
Ui, max = 33,3V

Offenbar kann man aus der Originalspannung U = 10V durch gentigend grofie Wahl
von R, eine beliebig grofle Spannungsspitze erzeigen - die aber umso schneller ab-
klingt, je hoher sie ist, so dass man hier keine Energie aus dem Nichts erzeugt.

5.3 Komplexe Widerstiande

C

o I

1. Zwei Kondensatoren werden in Reihe geschaltet. Geben Sie deren Gesamtkapazitat
an.

2. Jetzt wird der zweite Kondensator durch einen Widerstand und eine Spule ersetzt
(siehe Abbildung). Die angegebene Schaltung ist an eine sinusférmige Spannung
U(t) mit der Amplitude Uy und der Kreisfrequenz w angeschlossen. Wie grof sind
Real- und Imaginarteil der gesamten Impedanz der Schaltung? Das Problem lasst
sich in zwei Zwischenschritten l6sen.

3. Geben Sie fiir die Werte Uy = 1,2V,w = 9,42 - 10*1/s,C = 0,22nF, R = 68k}
und L = 0,47H den durch C' flieBenden Strom I tiber seine Amplitude und Phase
beziiglich der Spannung U (t) an.
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1. Die Gesamtkapazitit zweier serieller Kondensatoren ist:

111
OGes B Ol 02
2. Es gilt
Z_—Zl+(1 +1>_1__Z,1+M
Wl R iwlL - wC  iwL+R
1 iwLR R—iwlL 1 iwLR? + w?L*R
= —3— + —— + (52)
wC R4+ i1wLR— iwL wC R?2 + w22
w?L?R R
Re(Z) = = 53
e( ) W2L2+R2 1+(£L) ( )
1 LR? 1 L
Im(Z)=—— 4 ==y 2 (54)

wC w22+ R? wC (2R +1

3. Es gilt wL =9,42-10%*1 /s - 0,47H = 44274%, also gilt

Re(Z) = 20, 24k (55)
Im(Z) = —17, 16k (56)
Und es folgt
Us 0f
Ic| = 0 —4,52-107°A = 45,2pA (57)

12| \/Re ) +Im*(Z)

Es gilt des weiteren

= [Z] exp(ipz) (58)
oz = arctan F?;EZ; = —40.3° (59)
o = o] exp(i(wt + ¢)) = Y | exp(i(wt — ¢z)) (60)

12|

Also ¢ = —pz = 40.3°.

5.4 Allpass-Filter

In der folgenden Abbildung ist ein sogenannter Allpass-Filter dargestellt:
1. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(w) = Ui / Uin.

Hinweis: Durch genaues Hinsehen erkennt man, dass die Schaltung auch in ei-
ner etwas einfacheren Form gezeichnet werden kann. Verwenden Sie den komplexen
Ansatz Uy, (t) = Uinei‘*’t und rechnen Sie mit komplexen Widerstédnden, um die kom-
plexen Amplituden I; und I, der Stréme I, (t) = I und I, (t) = I,e™! und daraus
Uy zu bestimmen. Das Endergebnis lautet: H(w) = (1 — iwRC)/(1 4+ iwRC).

2. Wie grof} ist der Verstarkungsfaktor und die Phasenverschiebung als Funktionen von
w? Warum heifit die Schaltung "Allpass-Filter’?

10
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1. Durch genaues Hinsehen erkennt man, dass sich der Allpass-Filter auch in der fol-
genden Form darstellen lésst: Es handelt sich also um zwei identische ungekoppelte

R

I

2 [ o
L
7 2
—cC Uin ~ cC__
R
—
. L ;
I 1

RC—Schaltungen, die an die gemeinsame Wechselspannungsquelle Uy, (t) angeschlos-
sen sind, wobei die Ausgangsspannung U,y (t) zwischen den markierten Punkten 1
und 2 abgegriffen wird. Auflerdem sind die positiven Richtungskonventionen fir Iy
und I eingezeichnet, ebenso die positive Richtung fiir die Eingangsspannung. Uy, ()
soll also positives Vorzeichen haben, wenn sie an der Pfeilspitze positives und am
Pfeilende negatives Potential erzeugt. D.h. der Pfeil gibt die Bewegungsrichtung der
positiven Ladungstrager durch die Spannungsquelle an. (Beliebige andere Konven-
tionen sind moglich, miissen aber konsistent durchgehalten werden.)

Dann ergibt sich die komplexe Amplitude I, aus der komplexen Amplitude Usn per

A 1 A
L = —FUy 61
R o

denn bei der Reihenschaltung von R und C' addieren sich deren komplexe Widerstan-
de. Vorzeichenmafig ist das korrekt, wie man aus dem Spezialfall ohne Kondensator
(also C' = 00) erkennt. Fiir I5 gilt entsprechend

~ 1 A

I = o (62)

&7 , 1 Vin

Das negative Vorzeichen ist korrekt, wie man wieder sieht, wenn man den Spezialfall
ohne Kondensator betrachtet.
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Wegen
Ut = 1 — 2 = 01 — o1+ 1/ — ¢ + ¢ — o = Uy, — RI + RI,  (63)
—_——— ——— ——

—RI ~Usn RIy
ist die gesuchte komplexe Amplitude Uy der Ausgangsspannung also
Uout = Uy, — RI + RI, (64)

Setzt man hier nun die oben bestimmten [ 1 und f2 ein, dann folgt

. ~ 1 N 1 A 2R N
Ui =Up—R—F+Uy,+R|——Uyp | =1 — —— | Uy 65
t Ry LUt <R = ) ( R+i;c> (63)

Hieraus kann man die Ubertragungsfunktion ablesen

Hw)=1-— -2 (66)

- 1

die sich allerdings noch in eine elegantere Form bringen lasst:

2R 2iwRC 1+ iwRC — 2iwRC 11— wRC

_ =1— = = 67
R+ 7 iwRC +1 1+ iwRC wwre %7
Also im Ganzen | — iwRC
— 1w
Hw)=——7=
() 1+ iwRC (68)

. Der Verstarkungsfaktor ist das Verhaltnis der reellen Amplitude von Ausgangs- und
FEingangsspannung

A

out

V:

A

Ui (69)

also einfach der Betrag der Ubertragungsfunktion V' = |H(w)|. Im betrachteten Fall

1st

1 —iwRC| 1+ w?R2C?
1 +iwRC| 1+ w2R2C?
Die Phasenverschiebung zwischen Uy, (t) und Uy () ist entsprechend die komplexe

Phase der Ubertragungsfunktion. Die berechnet man am einfachsten, indem ma8n
die Darstellung 1 + iwRC = re™ benutzt:

1 —iwRC  re”®
Hw) = = —
() 14+ iwRC  re
H (w) ist also ein reiner Phasenfaktor (klar, denn |H (w)| = 1). Fiir den Phasenwinkel
¢ gilt aufgrund seiner Definition:

Hw)] = —1 (70)

= %0 (71)

re’® =1 +iwRC — ¢ = arctan(wRC) (72)
Also ist die gesuchte Phasenverschiebung zwischen Uy, (t) und Uyy(t)
A¢p = —2¢ = —2arctan(wRC') (73)

Der Allpass-Filter erzeugt also ein Ausgangssignal, dessen (reelle) Amplitude fiir
alle Frequenzen mit der (reellen) Amplitude des Eingangssignals iibereinstimmt,
das aber eine frequenzabhéngige Phasenverschiebung aufweist. Daher der Name
’Allpass-Filter’.
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