Ubungen zum Ferienkurs Analysis II

Vektoranalysis und Kurven

3.1 Vektoranalysis

a) Seien F' € C?(R3,R3) und f € C?(R3,R). Welche Aussagen sind richtig?
divrot ' =0, rotgrad f =0, graddivF =0, gradrotF =0.

b) Sei F : R? — R3 definiert durch F(z,y, z) = 3(22, ¢ —22). Wie lautet V(V - F) — AF?

3.2 Koordinatentransformation

Sei U=R" x Rund V =R?\ (R, x 0) und ® : U — V die Koordinatentransformation

m\ NGEY:
<wz> = 2né) = ( 2616 )

(a) Bestimme D®(&), das normierte Zweibein eg, (€), eg, (£) und DO~H(P(¢)).

(b) Sei f € Coo(U,R) und f = fo®~!:V — R. Driicke den Gradienten von f durch Ableitungen
von f in der Basis e¢,, e, aus.

3.3 Kriimmung einer Raumkurve

Parametrisieren Sie die Raumkurve v(t) = 3 exp(t)(cost,sintv/2),t € R, auf Bogenléinge, bezeichnet
mit J(s), und berechnen Sie dafiir die Kriimmung «(s).

3.4 Kurven

Ein Abschnitt der Kettenlinie ist gegeben durch die Funktion f : [0, c0[— R, f(z) = coshz.
a) Geben Sie eine Parametrisierung = : [0, co[— R? des Graphen von f als Kurve im R? an.

b) Parametrisieren Sie v auf Bogenlénge.

3.5 Kurvenintegral

Sei F € C(R3,R3) ein Kraftfeld und v € C([to, 1], R3),t — ~(t), die Bahn eines Teilchens der Masse
m = 1, welches sich geméfl des 2. Newtonschen Gesetzes F(y(t)) = m#(t) im Zeitintervall [to, 1] von
~v(to) = (0,0,0) nach v(t1) = (1,1,1) bewege und bei v(tg) die Geschwindigkeit 4(t9) = 0 und bei
v(t1) den Geschwindigkeitsbetrag ||¥(¢1)|| = 2 besitze. Berechnen Sie die von F' geleistete Arbeit, das
heiflt das Kurvenintegral von F' entlang der Teilchenbahn ~y.

3.6 Kurve

Gegeben sei die geschlossene, gegen den Uhrzeigersinn orientiert Kurve
2
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sowie die Funktion f :=



(a) Man bestimme die Parameterwerte, fiir die 4(¢) eine horizontale oder vertikale Tangente besitzt.
Ist 4(t) fur t € [—m, 7[) regular?

(b) Man berechne [ fds.

3.7 Vektorfelder
a) Zeigen Sie fiir f € C1(R3 R), F € C*(R3,R3), dass
VX (fF)=VfxF+ fVxF
1

b) Berechnen Sie V x G(z) fiir z # 0 mit G(z1, x9,x3) = ||2]|* | 23
T2

3.8 Neilsche Parabel

Parametrisieren Sie die durch die Punktmenge 42 — 23 = 0 C R? gegebene Kurve nach der Bogenlinge.

3.9 Wegintegrale

Berechnen Sie jeweils das Wegintegral f f(x)dz

(i) Fla,y) = (e, ay), ¥(t) = (cos(t),sin(t)),0 < t < 2r
(t,0) fir 0 <t <1
(1,t—1) firl<t<?2

)

(ii) f(z,y) = (sin(z),2* +y?), 7(t) = {

,cosh(t),sinh(t)),0 < t < 1In(2)
t) = (tcos(t),tsin(t),t),0 < t, <27

(iii) f(:v,y,z) = (yv _Z7$)v ’Y( ) (Slnh(t

)
(iv) flz,y,2) = (22 — Va? + 12, 2,2%), 1(
3.10 Léange von Kurven

Berechnen Sie die Léange der folgenden Kurven:
(1) 71 (t) = (acos®(t),asin®(t)) mit 0 <t < 27, a > 0 fest.
(ii) y2(t) = (t3,¢3) mit 0 <t < 4.

3.11 Fliacheninhalt der Kardioide

Sei a > 0 und 7 : [0,27] — R die Parametrisierung der Kardioide in Polarkoordinaten,

r(¢) = a(l+ cos ¢).

Berechne den Flacheninhalt der Kardioide.



3.12 Kriimmung einer Klothoide

Zeigen Sie, dass die Kriimmung x(t) der Kurve

Ft) = <f0t cos(f)du)

w‘%

[y sin(%)du

an der Stelle ¢ > 0 gleich ihrer Lénge L(t) ist.
Hinweis: Die Krimmungsformel lautet
Ty — Ty

3

(@ +7)3

KR =

, wobei ¥ = (a:)
Yy

Wer noch mehr iiben moéchte:

3.13 Kreisumfang

Berechnen Sie den Umfang U des Kreises um (0,0) mit Radius r;0. Betrachten Sie dazu das Kurven-
integral 4 |, .. 1ds, bei dem k der Viertelkreisbogen ist. Wéhlen Sie eine geeignete Parametrisierung und
berechnen Sie das Integral.

3.14 Kurvenintegral iiber Ellipse

Berechnen Sie das Kurvenintegral
22 p2y2

iiber die Ellipse k
2

x2a2+3;—2:1

Wihlen Sie fiir die Ellipse eine geeignete Parametrisierung.

3.15 Kettenlinie

Ein ideales Seil wird iiber einen 2km breiten Abgrund gespannt und wird durch die Kurve 7 : [-1,1] —
R? mit y(z) = (z, f(z) und f(z) = 1(cosh(az) — cosh(a) mit a > 0 beschrieben (Einheit 1km).

a) Berechnen Sie die Linge des Seils in Abhéngigkeit von a.
b) Berechnen Sie die Kriimmung des Seils am Scheitel und an den Réndern.

c) Wie stark hingt das Seil in erster Néherung durch, wenn es lmm, 10cm, bzw. 1m zu lang ist?



3.16 Schraubenlinie

Die Kurve (t) := (r cos(t), rsin(t), c¢t) mit ¢, > 0 heifit Schaubenlinie.
a) Parametrisieren Sie v nach der Bogenlinge. (Verwenden Sie R? = ¢2 + r?)

b) Berechnen Sie Tangentialeinheitsvektor, Normalenvektro und Kritmmung der nach der Bogenlinge
parametrisierten Kurve.

3.17 Kurvenlinge

a) y(t) := (t —sin(t),1 — cos(t)) heifit Zykloide. Berechnen Sie die Linge der Kurve ||y 1.

b) Finden Sie die singuliren Punkte der Kurve « : [0,27] — R2, ~(t) := (cos®(¢) sin(t),sin3(t))
und berechnen Sie ihre Bogenlidnge.

3.18 logarithmische Spirale

Als logarithmische Spirale bezeichnet man die Kurve ~.(t) := (e cos(t), e sin(t)), ¢ > 0.
a) Berechnen Sie die Linge L von ~, auf [0, 47|

b) Parametrisieren Sie c|j 4 nach der Bogenlinge
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