Ubungen zum Ferienkurs Analysis II

Topologie und Extrema

2.1 Eigenschaften von Mengen *
Bestimmen Sie, welche der folgenden Mengen offen, abgeschlossen, zusammenhéngend, kompakt sind
(ohne Beweis).
o R2
[4,7)
[0,1) U [2,5]
{z e Rl[z[ > 0} =R\ {0}
e {(z,y) e R*|z+y =0}
o {(x,y) € R¥z* +y3 =3}
o {(z,y) € Rﬂe”z = 3e~lvl}
(z,y) € R?|2? + y'0 > 3}

o {(,

Losung

R? (offen, abgeschlossen, zusammenhingend)

[4,7) (zusammenhéngend)
[0,1) U[2,5] (gar nichts)
{z € R||z] > 0} =R\ {0} (offen)

e {(x,y) € R?|x +y = 0} (abgeschlossen, da es sich um das Urbild der Menge {0} unter der
stetigen Abbildung f : R?R, (x,y) — = + 3 handelt und die Menge |0| abgeschlossen ist; zusam-
menhéingend; nicht kompakt, da unbeschrénkt)

o {(z,y) € R?|z* + y? = 3} (abgeschlossen, da es sich um das Urbild der Menge {3} unter der
stetigen Abbildung f : R?R, (z,y) — 2* + y? handelt; zusammenhiingend; kompakt nach heine-
Borel, da offensichtlich beschrankt)

o {(z,y) € R%[e*” = 3¢ 1} (abgeschlossen, da es sich um das Urbild der Menge {3} unter der ste-
tigen Abbildung f : R%R, (z,y) — el handelt; zusammenhingend; kompakt, da beschrinkt
el = 3 & 22 4 |y| = log 3)

o {(7,y) € R¥z? + y!¥ > 3} (offen, zusammenhiingend)

2.2 Stetigkeit x

Sei X, metrischer Raum, zusammenhingend und f : X — R lokal konstant d.h. zu jedem x € X
exisitiert eine Umgebung z € U C X so dass f|y konstant. Zeige: f ist konstant. Geben Sie zudem ein
Gegenbeispiel an, fiir den Fall, dass X nicht zusammenh#ngend ist (eine lokal konstanten Funktion
an, die nicht konstant ist).
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Losung Sei z € X und A = {z € X|f(z) = f(2)}. Nach Voraussetzung ist f lokal konstant, also ist
A offen. Die Menge B := X\ A ={z € X|f(z) # f(2)} = {z € X|f(z) < f(2)}U{z € X|f(z) > f(2)}
ist auch offen und es gilt X = AU B. Da X nach Voraussetzung zusammenhéngend ist, muss gelten
A =0 oder B= (. Da aber 2 € A= B = () = f konstant.

Als Gegenbeispiel wihlen wir X = R\ {0}. Diese Menge ist nicht zusammenhé#ngend. Die Funktion
[ :R\ {0} = R,z +— sgn(z) ist dann lokal konstant, aber nicht global konstant.

2.3 Kompaktheit

Sei X kompakt und A C X abgeschlossen. Zeige: A ist auch kompakt.

Losung  Sei (2,)nen eine Folge in A. Da X kompakt ist, hat diese eine konvergente Teilfolge (x, )
in A. Der Grenzwert dieser Folge liegt wegen der Abgeschlossenheit von A auch in A und daraus folgt,
dass A kompakt ist.

2.4 Kompaktheit 11

Sei (xy)nen eine Folge in R™ und H die Menge aller Hiufungspunkte der Folge. Weiterhin sei A :=
{zp|n € N} U H die Menge der Folgenglieder und Héufungspunkte. Zeige: A ist kompakt.

Lésung  Sei (yn)nen eine Folge in A. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hat diese eine konver-
gente Teilfolge in R™ da sie beschriankt ist. Diese Teilfolge kann entweder konstant sein oder gegen
einen der Haufungspunkte der urspriinglichen Folge konvergieren d.h. sie hat also eine konvergente
Teilfolge in H C A — A kompakt.

2.5 Lokale Extremwerte x

Gegeben sei die Funktion f: R? = R, f(x,y) = v° — 3oy + 22
(a) Bestimmen Sie die beiden Punkte (xq,yo) und (z1,y1) mit grad f(z,y) = 0.
(b) Wie lautet die Hessematrix von f im Punkt (zo,yo) und (z1,y1)?

(¢) Besitzt f in den Punkten (z¢,yo) und (z1,y1) ein lokales Maximum, ein lokales Minimum oder
einen Sattelpunkt?
Nimmt f ein globales Maximum oder ein globales Minimum in den Punkten (xo,vo), (1,91)?

Loésung;:

_(By+2z\
(a‘) gra‘d f(l',y)— (3y23x> =0=
—3y+2:=0 (1)
3y? — 3z =0 (2)

Aus (1| und [2] ergeben sich die beiden Punkte (zo,y0) = (0,0), (z1,31) = (%, 3).



(b) Die Hesse-Matrix von f lautet: Hf(xay) = <_23 gy?)) =

Hy(z0,90) = (_23 _03>

Hy(z1, 1) = <_23 _93>

(¢) Sowohl fiir Punkt (zg,y0) als auch fiir Punkt (z1,y1) sind alle Hauptabschnittsdeterminanten

von Hy positiv = die Hesse-Matrix ist positiv definit = f hat in (xo,y0) [Sattelpunkt] und
(z1,y1) lokale Minima.

2.6 Globale Minima und Maxima

Gegeben ist die Funktion f : R? — R mit

(a)

(b)

flz,y) =2 +y° — 3ay.

Bestimmen Sie alle stationdren Punkt von f und entscheiden Sie, ob diese isolierte Maxima oder
Minima sind.

Sei nun B = [0,2]* C R2. Bestimmen Sie sup f(B) und inf f(B).

Losung:

(a)

f ist als Polynom beliebig oft differenzierbar. Stationéire Punkt sind Losungen von

322 -3y =0
Ozgradf(l"y) = <3y2_3i:0>7

also z2 = y und y? = z. Eingesetzt also 2? — 2 = 0 mit den reellen Losungen z = 0 und z = 1.
Die stationdren Punkte sind also

Py = (0,0) und P, = (1,1). Die Hessematrix von f ist Hy(z,y) = (E“g gj)

0

Nun ist H¢(Py) = <_3

_03> mit negativer Determinante -9. P ist Sattelpunkt.

6 -3
-3 6
P, ist ein lokales isoliertes Minimum von f.

H¢(P) = < hat positive Determinante und Diagonaleintriage, ist somit positiv definit,

f ist stetig auf dem Kompaktum B. Maximum und Minimum werden also angenommen.
Kandidaten dafiir sind die stationéren Punkte im Inneren, also P, mit f(P>2) = —1 und der Rand
von B.

An den Ecken des Quadrats gilt F'(0,0) =0, F'(2,0) = F(0,2) = 8 und F(2,2) = 4.

Auf den Koordinatenachsen gilt F(t,0) = F(0,t) = t3. Dort gibt es also im Inneren t €]0, 2 keine
weiteren Kandidaten fiir absolute Maxima und Minima. Auf den anderen beiden Randlinien gilt
gt) = f(t,2) = f(2,t) =8+ 3 — 6t mit t € [0, 2].

Kandidaten fiir Extremwerte sind die Randpunkte ¢ = 0,¢ = 2 und Lésungen von 0 = ¢/(t) =
3t2 — 6, also nur t = v/2.

Bs gilt f(v/2,2) = f(2,V2) = 8 — 2V/2 € [0,6] dies sind also keine Kandidaten fiir das absolute
Maximum oder Minimum.

Denn F(P,) = —1 ist der kleinste gefundene Wert und F'(2,0) = F(0,2) = 8 ist der grofite
gefundene Wert. Somit ist inf F(B) = —1 und sup F(B) = 8.



2.7 Extrema mit Nebenbedingungen I x

Berechnen Sie diejenigen Punkte auf der Kugeloberfliche
M = {(z,y,2) e R¥a? + o>+ 22 =1}

die von (1,1,1) den kleinsten bzw. gréfiten Abstand haben.

Lésung: Gesucht sind die Extrema der Funktion f(z,y,2) = (x —1)?+ (y — 1)2 4 (2 — 1) unter der
Nebenbedingung g(z,y,2) =22 + 3>+ 22 -1=0

Dg(z,y,z) = Vg(z,y,2z) = 2(x,y, z) # (0,0,0),d.h. es geniigt die kritischen Punkte der Lagrangeschen
Hilfsfunktion zu bestimmen:

2(x—1) 2z 0

Vi@, y,z) = AVg(z,y,2) = | 2 —1) | =A |2y ) = | O

2(z—1) 2z 0

Zusammen mit der Nebenbedingung liefert dies das Gleichungssystem:

1=01-MNz (3)
1=(1-Ny (4)
1=(1-X)z (5)
1=a? 492 +2° (6)

Ausbisfolgt r=y=z=(1-X\"1 in@eingesetzt ergibt dies ﬁ —lel=1+/3=>2=
Yy=2z= :I:%.
Da die Nebenbedingungsmenge kompakt und f stetig ist, existiert ein Minimum in

1

p=—(1,1,1
1 3( )
und ein Maximum in )
= 7= ]-7171 )
D2 \/g( )

denn

fp1) = (1=v3)* < (1+V3)% = f(pa).

2.8 Extrema mit Nebenbedingungen 11

Zeigen Sie, dass die Funktion f(z,y) = 2zy + %xQ eingeschrinkt auf die Menge K = {(z,y) €
R?|2? 4+ y? = 5} ihr Maximum im Punkt (2,1) annimmt.

Losung: K ist kompakt und f stetig, also nimmt die Funktion f auf K ihr Maximum an.

K = g '({0}) fiir g(z,y) = 2? + y? — 5. Fiir (x,y) € K folgt Vg(z,y) = (2z,2y) # 0, 0 ist also
reguldrer Wert von g.

Nach dem Satz iiber Extrema mit Nebenbedingungen gilt also: Ist (x,y) ein Extremwert von f unter
der Nebenbedingung g(x,y) = 0, dann gibt es ein A € R, so dass das Gleichungssystem

Vf(z,y) = AVg(z,y)

g(a:,y) =0



erfillt ist.
Dies bedeutet
2y + 3x = 2)\x

2 = 2\y
2?+y¥=5
Die zweite Gleichung in die erste eingesetzt ergibt 2y = (2A — 3)z = (2\ — 3)\y, bzw.,
0=((2A = 3)A —2)y = (2\? — 3\ — 2)y.

1. Fall: y = 0. Dann folgt x = Ay = 0 im Widerspruch zu g(z,y) = 0. Keine Losung.
2. Fall: 202 — 3\ — 2 =0, baw., A = 22H0 — 9 gder = 1.

a) A =2,z =2y. Aus 0 = g(2y,y) = 53> — 5 folgt y = 1. Also sind Py = £(2,1) zwei Kandidaten
fiir das Maximum mit f(P;2) = 10.

b) A = —3,y = —22. Aus 0 = g(z, —2z) = 52? — 5 folgt @ = 1. Also sind P34 = £(1,—2) zwei

weitere Kandidaten fiir das Maximum mit f(Ps4) = —3.

Wegen f(2,1) > f(F;),i =1,2,3,4, folgt, dass f sein absolutes Maximum 10 in (2,1) annimmt.

2.9 Extrema mit Nebenbedingungen 111

Gegeben sei f(x,y) : (x — 1)% + 3 fiir (2,y) € R? sowie B := (x,y) € R? : 2% + 3 < 4.
(a) Bestimmen Sie den stationdren Punkt von f(z,y) und dessen Art im Inneren von B.

(b) Bestimmen Sie das Minimum und das Maximum von f in ganz B unter Verwendung des Lagrange-
Formalismus.

Losung:

(a) Um den stationdren Punkt zu finden, miissen wir den Gradienten der Funktion bilden:
20 — 2 z—1\ 1 (0
=)= () (0
— (20,50) = (1,0).

Um die Art des Extremums zu bestimmen, verwenden wir die Hessematrix:
2 0
w0 2)

Die Hessematrix ist positiv definit, daraus konnen wir schlieffen, dass es sich um ein Minimum im
Inneren von B handeln muss.

(b) Um das Minimum und Maximum von f in ganz B zu finden, setzen wir folgende Formel an:

Vf=AVh

ha,y) = 2" +y°> —4



N 20 =2\ \ 2z
2y ) T2
Wir erhalten zusammen mit der Nebenbedingung drei Gleichungen mithilfe deren wir die drei
Unbekannten herausfinden kénnen:

2 — 2 =2\z (7)
2y = 2\y (8)
2’ +y*—4=0 (9)

Fallunterscheidung;:

Fall 1: y = 0: aus Gleichung bekommen wir die Werte fiir x: z = £2 Daraus resultie-
ren die Werte fiir A\ und die zugehdrigen Punkte: z1 = 2 = A\ = 3 = (z1,51) = (2,0)
To=—2= /\2 = % = (1‘2,3/2) = (—2,0).

Fall 2: y #0= A= —1
Im zweiten Fall kann kein Wert fiir x gefunden werden, der Gleichung erfiillt = Widerspruch!

= Da B kompakt ist folgt mit f(z1,y1) = (1,0) das Minimum bei (z1,y;) und mit f(x2,y2) = (9,0)
das Maximum bei (z2,y2).
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