Ubungen zum Ferienkurs Analysis II

Topologie und Extrema

2.1 Eigenschaften von Mengen *
Bestimmen Sie, welche der folgenden Mengen offen, abgeschlossen, zusammenhéngend, kompakt sind
(ohne Beweis).
o R2
[4,7)
[0,1) U [2,5]
{z e Rl[z[ > 0} =R\ {0}
o {(z,y) Rz +y =0}
o {(x,y) € R¥z* +y3 =3}
o {(z,y) € Rﬂe”z = 3e~lvl}
(z,y) € R?|2? + y'0 > 3}

o {(,

2.2 Stetigkeit x

Sei X, metrischer Raum, zusammenhéngend und f : X — R lokal konstant d.h. zu jedem x € X
exisitiert eine Umgebung € U C X so dass f|y konstant. Zeige: f ist konstant. Geben Sie zudem ein
Gegenbeispiel an, fiir den Fall, dass X nicht zusammenhéingend ist (eine lokal konstanten Funktion
an, die nicht konstant ist).

2.3 Kompaktheit

Sei X kompakt und A C X abgeschlossen. Zeige: A ist auch kompakt.

2.4 Kompaktheit 11

Sei (zp,)pen eine Folge in R™ und H die Menge aller Hiufungspunkte der Folge. Weiterhin sei A :=
{zp|n € N} U H die Menge der Folgenglieder und Héufungspunkte. Zeige: A ist kompakt.

2.5 Lokale Extremwerte %

Gegeben sei die Funktion f: R? = R, f(x,y) = v° — 3oy + 22
(a) Bestimmen Sie die beiden Punkte (z¢,yo) und (x1,y1) mit grad f(z,y) = 0.
(b) Wie lautet die Hessematrix von f im Punkt (zg,y0) und (x1,y1)?

(c) Besitzt f in den Punkten (xg,yo) und (z1,y1) ein lokales Maximum, ein lokales Minimum oder
einen Sattelpunkt?
Nimmt f ein globales Maximum oder ein globales Minimum in den Punkten (z¢, vo), (z1,41)?
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2.6 Globale Minima und Maxima

Gegeben ist die Funktion f : R? — R mit

flz,y) = 2* +y° — 3ay.

(a) Bestimmen Sie alle stationdren Punkt von f und entscheiden Sie, ob diese isolierte Maxima oder
Minima sind.

(b) Sei nun B = [0,2]? C R?. Bestimmen Sie sup f(B) und inf f(B).
2.7 Extrema mit Nebenbedingungen I x

Berechnen Sie diejenigen Punkte auf der Kugeloberfliche
M = {(z,y,2) e R3|z? +9? + 22 =1}

die von (1,1,1) den kleinsten bzw. grésten Abstand haben.

2.8 Extrema mit Nebenbedingungen 11

Zeigen Sie, dass die Funktion f(z,y) = 2zy + %:L'Q eingeschrinkt auf die Menge K = {(z,y) €
R?|2? 4+ y? = 5} ihr Maximum im Punkt (2,1) annimmt.

2.9 Extrema mit Nebenbedingungen 111

Gegeben sei f(z,y) : (z — 1)% + 3 fiir (x,y) € R? sowie B := (x,y) € R?: 2% + 3y < 4.
(a) Bestimmen Sie den stationéren Punkt von f(z,y) und dessen Art im Inneren von B.

(b) Bestimmen Sie das Minimum und das Maximum von f in ganz B unter Verwendung des Lagrange-
Formalismus.
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