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Aufgabe 1 (Ableitung der Heaviside-Funktion) Wir betrachten die durch

1 fu >
@(m)::{ ir x > 0

0 firz<O

definierte Heaviside-Funktion, die von R nach R abbildet. Zeigen Sie, dass deren distri-
butionelle Ableitung die Delta-Distribution ist.

Losung 1. Fassen wir die Heaviside-Funktion ©(x) als Distribution auf, so kénnen wir
diese als

ol = [ O@)(x) do
R

schreiben wobei ¢ dem Schwartz-Raum S(R) entstammt. Die Ableitung der Heaviside-
Funktion ©'(z) aufgefasst als Distribution lautet somit

O[] = [ ©/(@)(x) do
R

Durch partielle Integration lasst sich dies umschreiben zu

=[O - [O@)¢(@) do
R

— | lim (B@)o(@)) - lim_(0(@)o())] - [ ©@)¢/(2) do

T—00 T—r—00
R

Wéhrend der erste Term innerhalb der eckigen Klammern aufgrund der Definition der
Heaviside-Funktion trivialerweise den Wert Null liefert, verschwindet der zweite Term
innerhalb der eckigen Klammern aufgrund der Tatsache, dass ¢ im Schwartz-Raum S(R)
liegt und somit fir |x| — oo schneller als jede Potenzfunktion gegen Null strebt. Damit
verbleibt

+oo
== O @ dr =~ [ ¢(@) do =~ o)™ =~  lim_o(a) - 6(0))
R 0
Verwendet man erneut, dass ¢ im Schwartz-Raum S(R) liegt und somit fir r — +oo
schneller als jede Potenzfunktion gegen Null strebt, so wverbleibt nur der Term ¢(0).
Aus der Vorlesung wissen wir aber, dass es gerade die Delta-Distribution ist, die einer
Testfunktion ¢ den Wert ¢(0) zuordnet. Damit kénnen wir schlussfolgern

O'[¢] = -+ = ¢(0) = d[¢]



Aufgabe 2 (Ableitung der Betragsfunktion) Wir betrachten die durch

4z firxz>0
—x furxz <0

abs(x) := {

definierte Betragsfunktion, die von R nach R abbildet. Berechnen Sie deren erste und
zweite Ableitung im distributionellen Sinne.

Losung 2. Fassen wir die Betragsfunktion abs(x) als Distribution auf, so kénnen wir
diese als

abs[¢] = /abs(x)d)(m) dz
R

schreiben wobei ¢ dem Schwartz-Raum S(R) entstammt. Die Ableitung der Betragsfunk-
tion abs'(x) aufgefasst als Distribution lautet somit

abs'[¢] = /abs’(m)¢(a:) dz
R
Durch partielle Integration lasst sich dies umschreiben zu

... = [abs()(2)) T — / labs ()¢ () dz

R

— | Jim (@bs(a)(2)) — lim_(abs(a)é(a))] ~ [ abs()o/(z) dz

00 T——00 2
= [t (o))~ tim_(~wo(a))| ~ [ abs(a)of(x) da

R

Aufgrund der Tatsache, dass ¢ im Schwartz-Raum S(R) liegt und somit starker als jede
beliebige Polynomfunktion gegen Null tendiert, verschwindet der gesamte Ausdruck in
Klammern und es verbleibt

co= —/abs(w)gb'(w) dz

R

Teilt man das Integral entsprechend der Definition der Betragsfunktion auf so erhdlt man

0 400
Lo=— ( / (=) ¢'(x) dz + / ¢ () dm)

—o0 0



Durch partielle Integration finden wir

..:—([—m@s)}% —/0< 1) 6z) d + w0 @)} ~ /¢ )
:/( @+/¢

—00

wobei wir erneut die Figenschaften der Funktion ¢ € S(R) ausgenutzt haben. Schreibt
man die verbliebenen Integrale unter Zuhilfenahme der Heaviside-Funktion um, so ergibt

sich
/¢ m+/¢
:_/u_m m+/@

oo
_ /‘p-1+2@¢w)¢@gdx
Insgesamt ergibt sich also
+0oo
adeﬂ:i/abdhmﬂm)dt:-~-: /‘p-1+2@@m)¢uadx::c-1+2e)wq
R —00

woraus wir schlussfolgern konnen, dass die erste Ableitung der Betragsfunktion abs(x)
im distributionellen Sinne durch —1 + 20(z) gegeben ist.

Die zweite Ableitung ergibt sich unter Ausnutzung der Homogenitdt und Linearitdt des
Integrals sowie unter Verwendung des Ergebnisses der ersten Aufgabe zu

abs[] = (~1+20) (] = [ (~1+20)' (2)(a) da

R

:/C&Y(M((m+2/® () dz
/ = 0'l¢] = dl¢]
R

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass die Ableitung der konstanten Funktion gleich der
Nullfunktion ist. Somit kénnen wir schlussfolgern, dass die zweite Ableitung der Be-
tragsfunktion abs(z) im distributionellen Sinne durch 6(x) gegeben ist.



Aufgabe 3 (Ableitung der Signumfunktion) Wir betrachten die durch

+1 firxz>0
sgn(z) ;=440 firz=0
-1 firx<0

definierte Signumfunktion, die von R nach R abbildet. Zeigen Sie, dass deren distribu-
tionelle Ableitung durch das Zweifache der Delta-Distribution gegeben ist.

Losung 3. Fassen wir die Signumfunktion sgn(x) als Distribution auf, so kénnen wir
diese als

sgnld] = [ sen(@)o(a) do
R

schreiben wobei ¢ dem Schwartz-Raum S(R) entstammt. Die Ableitung der Signumfunk-
tion sgn’(x) aufgefasst als Distribution lautet somit

sgn’[¢p] = /sgn'(:z:)gb(m) dzx
R
Durch partielle Integration lisst sich dies umschreiben zu

= bn(@)o @] ~ [ sen(@)d (@) da

R

= | lim sgn(z)¢(z) — lim sgn(a;)qb(m)] —/sgn(m)¢’(m) dz
R

T—r-+00 T—r—00

Aufgrund der Tatsache, dass ¢ im Schwartz-Raum S(R) liegt und somit starker als jede
beliebige Polynomfunktion gegen Null tendiert, verschwindet der gesamte Ausdruck in
Klammern und es verbleibt

L= —/sgn(a:)qb’(x) dz
R

Teilt man das Integral entsprechend der Definition der Signumfunktion auf so erhdlt man

0 +o0o
= ( / (—1) ¢/(2) do + / & (x) dx)
0

—00

Hierbei haben wir verwendet, dass x = 0 beziiglich der Menge R der rellen Zahlen ei-
ne Nullmenge darstellt und das Integral tiber diese Nullmenge dementsprechend keinen



Beitrag liefert. Durch Integration finden wir
0 400
= [ Y@ ar- [ @) do= @) - B
—00 0

= [0~ 1im_otw)] - [1im, o(0) - 6(0)] =200)

Nutzt man die Eigenschaften der Delta-Distribution aus, so ergibt sich schlussendlich

=2 / 5(x)p(z) da = 28]

Insgesamt erhdlt man also

+0o0
sgn'lo] = [ sen'(@)o(a) do =+ =2 [ 6@)o(2) dw = 20[g]

R

woraus wir schlussfolgern konnen, dass die Ableitung der Signumfunktion sgn(x) im
distributionellen Sinne durch 20(x) gegeben ist.

Aufgabe 4 (Skalierung der Delta-Distribution) Wir betrachten die in der Vorlesung

" 5] = / 5(2)6(x) A" := lim / S
in

definierte Delta-Distribution. Dabei ist der erste Ausdruck rein symbolisch zu verstehen
und durch den zweiten Ausdruck definiert. Zeigen Sie, dass fiir die Delta-Distribution
die symbolisch zu verstehende Relation

6(x)

Al

0 (Ax) =

gilt.

Losung 4. Um die geforderte Relation herzuleiten betrachten wir die durch

_ / Sr)(x) A = lim / Su(x
&

definierte Distribution § wobei der erste Ausdruck wieder nur symbolisch zu verstehen
ist und durch den zweiten Ausdruck definiert ist. Mittels der Variablentransformation
T = Az ergibt sich in symbolischer Schreibweise

= [ (3) f (3t = 000 (5) i
/

e o G) -3




wobei wir den Transformationssatz sowie die Definition der Delta-Distribution verwendet
haben. Interpretiert man ¢(0) wiederum als Delta-Distribution so findet man insgesamt

n 0 1 n o(x
= [s0mpota) de == 20 = [yt are = [ 2D o)
J DI I
woraus sich die symbolisch zu verstehende Relation
o(x)
6(Ax) =
(Az) NE

ablesen lasst.

Aufgabe 5 (Delta-Distribution) Wir betrachten erneut die in Aufgabe [4| definierte
Delta-Distribution.

5.1 Berechnen Sie die distributionelle Ableitung der Delta-Distribution.

5.2 Berechnen Sie ausgehend von Ihrem Ergebnis aus Teilaufgabel[5.1]die Fourier-Transformierte
der Delta-Distribution.

Losung 5.
5.1. Die Ableitung der Delta-Distribution ist in symbolischer Schreibweise gegeben durch

=l [ e

wobei ¢ wieder dem Schwartz-Raum S(R™) entstammt und 0y die Folgenglieder einer
Dirac-Folge sind. Durch partielle Integration ldsst sich dies zu

k—o0

umschreiben. Nachdem sowohl die Folgenglieder 5k(93) der Dirac-Folge als auch die Test-
funktionen ¢(x) fir ||x|| — oo gegen Null tendieren, verschwindet der erste Term und es
verbleibt

=— hm /5k- "= —¢'(0)

wobei wir im letzten Schritt die Definition der Delta-Distribution verwendet haben.

5.2. Zur Berechnung der Fourier-Transformierten den Ableitung der Delta-Distribution
verwenden wir die Definition aus der Vorlesung, wonach die Fourier-Transformierte
T¢l¢| einer Distribution durch Tr[¢] gegeben ist. Damit ergibt sich in unserem Fall

5] = &' |4]



Aus der ersten Teilaufgabe kennen wir aber bereits die Wirkung der Distribution &'[¢] auf
eine Testfunktion ¢. Ersetzen wir die Testfunktion ¢ durch deren Fourier- Transformierte
¢ so erhalten wir schliefflich

F1o) = [9] = - (6(0) = -F(0)

Aufgabe 6 (Fourier-Transformation von Distributionen I) Fiir eine Distribution
Ty aus dem Distributionen-Raum S'(R™) definieren wir die Distribution T gema8

(xTy) [@] := T[x"¢]

wobei o € Njj einen Multiindex bezeichnet und z%¢ durch (z%¢) (y) = y“¢(y) erklart
ist.

6.1 Zeigen Sie damit, dass fir Distributionen Ty € S'(R"™) die Relation
w0 Ty = i19°T;
gilt.

6.2 Zeigen Sie zudem, dass die in der Vorlesung fiir Funktionen f € S(R™) gezeigte

Relation -
oo f =ik f (k)

auch fir Distributionen Ty € §'(R™) gilt.

Losung 6.

6.1. Um die geforderte Relation herzuleiten, verwenden wir erneut die in der Vorlesung
gegebene Definition der Fourier-Transformation einer Distribution zusammen mit der
Definition der Distribution x*Ty aus der Aufgabenstellung. Damit ergibt sich

—

(xTy)[¢] = («°Ty) 9] = Ty [+°9] = / Flk) (29 (k) d"k = / F(R)kG(k) A"k
R Rn

wobet wir die zur Definition (z%¢) (y) = y“¢(y) analoge Beziehung ($°‘g§) (k) = k%¢(k)

verwendet haben. Schreibt man den Term k®d(k) aus

ko (k) =k~ ((zn)—”ﬁ’ / exp (—ik - z) ¢(z) d%)

RTL
= (2m)""" / k% exp (—ik - x) ¢(z) d"x
Rn



so erkennt man, dass sich der Integrand wie folgt umschreiben ldsst

kexp (—ik - x) = k{7 kS? .. ko™ exp <—i Z k:,xl>
i=1

~ (o) (G ) - (G ) o <Zl g x>

oy O ooy O o, OO
= <1a1 dx?l) (1a2 dazg2> . (1 e aﬂ) exp (—12 k; m1>
0% 0% on
dz{t dzg? T dapn

= il*19% exp (—ik - z)

ilal

=i exp (—ik - z)

Damit ergibt sich
KOG (k) = (27) " / exp (—ik - 2) 2% (z) A"z
]Rn
= (2m) """ / k% exp (—ik - x) ¢(x) d"x
RTL

= (2m) " /i'a‘ﬁa‘f exp (—ik - z) ¢(z) d"x
RTL

== (=) ((%)”/2 / exp (—ik - ) 92 () d"a:)
in

= (—i)l* Jog(k)

wobei wir im vorletzten Schritt durch wiederholtes Anwenden der partiellen Integration
die Ableitungen sukzessive auf die Testfunktion hinibergeschaufelt haben. Dabei haben wir
verwendet, dass sich fir jede der || partiellen Integrationen jeweils ein Faktor (—i) ergibt
und zusdatzlich samtliche Randterme aufgrund der Tatsache ¢ € S(R™) werschwinden.
Setzt man dies in die anfangliche Gleichung ein, so erhalten wir

Py = = / FURG(R) d"k = (=) [ f()76(k) " = (="' Ty [5%9)
)

Verwendet man die Definitionen zur Fourier- Transformation und Ableitung von Distri-
butionen so ergibt sich schliefSlich die gesuchte Relation

= ()17 [0°9] = (=) Tp[6°9] = (=) (~1)* 9T 5[] = il 0Ty ]

6.2. Die Herleitung der zweiten Relation verwendet im Wesentlichen die gleichen Schrit-
te wie der Beweis der ersten Relation. Mit der Definition der Fourier-Transformation



etner Distribution ergibt sich

0°T))l9] = (0°Ty) [d] = ()" Ty [ ] = ij (984) () @k
Schreibt man die Ableitung 3 ¢(k) aus
oK) = o ((2@—"/2 [ e (k) ota) d"m)
R”
= (2m)""" / oy exp (—ik - z) p(x) d"x

= (2m) """ / (=)l 2% exp (—ik - 2) ¢(z) d"=

&
=PN“Q%V%

= (=) 226 (k)

und setzt dies in die anfingliche Gleichung ein, so erhalten wir

DTyg] = ... = (— ‘“/f ) (088) (k) "

/exp (—ik - z) (x%¢) (x) d”m)

R’!L

_ (—1)ll \a|/f Vo (k) A"k

= i‘a|Tf [mo‘qﬁ}

Verwendet man die Definitionen zur Fourier-Transformation sowie die zur Definition
(z%¢) (y) = y*é(y) analoge Beziehung (a:a(ﬁ) (k) = k®d(k) so ergibt sich schlieflich die

gesuchte Relation
.. = ilolTy [@} = ilale [k¢] = ila\kan (k4]

Aufgabe 7 (Fourier-Transformation von Distributionen II) In der Vorlesung haben
wir in einer Bemerkung erwihnt, dass jede Funktion f € L'(R"™) durch

= [ f@)ola) a'e
o

eine Distribution definiert. Berechnen Sie die Fourier-Transformierten der folgenden als
Distributionen interpretierten Funktionen

7.1

fR*" =R, f(z)=exp (—;x . Ax) mit A € R™*" positiv definit

10



7.2
f:R"—=C, f(x)=-exp(iko-x) mit ko € R”

7.3
fiR—=R, f(x)=cos(zx)
7.4
f:R=R, f(z)=a?
Losung 7.

7.1. Fassen wir die angegebene Funktion f als Distribution auf und wdlzen tber die
Definition der Fourier-Transformation von Distributionen die Fourier-Transformation
auf die Testfunktion ¢ so ergibt sich

Ty10] = Ty16) = T4l6] = [ Fbyo(e) a7k
RTL

Damit ist die Fourier-Transformation einer Distribution mit der distributionserzeugen-
den Funktion f gerade durch die Distribution mit der distributionserzeugenden Funktion

f gegeben.

Méchte man die Fourier-Transformierte f explizit berechnen so missen wir zundchst
die Matriz A € R™" aquf Diagonalform bringen. Dazu schreiben wir das Argument der
Ezponentialfunktion wie folgt um

1 1 1
—§.T CAx = _§:L'T]]-n><nf4]]-n><nm = _ixTQTQAATQ:E
1 1o 1. .
=5 (Q2)" QAQ" (Qz) = — ;7T DaZ = — T Dad

wobei wir eine Finheitsmatriz 1y, = QTQ = QQT mit orthogonalen Matrizen Q, QT
eingefiigt haben, sodass D4 = QAQT in den neuen Variablen ¥ := Qx diagonal ist.
Setzt man dies in die Formel fiir die Fourier- Transformation ein, so ergibt sich

0zt \ | .-
det (8:1:j>|d T

Hierbei haben wir den Transformationssatz sowie die Tatsache, dass Q) eine orthogona-
le Matriz ist und damit QT = Q™1 gilt, verwendet. Der aus dem Transformationssatz

flk) = (27T)_n/2 / exp (—ik - x) exp (—;x . Ax) d"x

R"

= (27T)_n/2 / exp (—ik . QT;%) exp (—;i . DA5:>

R"

11



resultierende Volumenfaktor kollabiert zu Fins, da wir es mit einer orthogonalen Trans-
formation zu tun haben. Definiert man k := Qx so verbleibt

R
= (2m)" /2 /exp (—12 l;:ﬁvl> exp (—1 (Da);; x?) d"z
Rn =1 2 i=1
n n g 1
= (2m)” /2 g R/exp (—ik‘i:il-) exp (—2 (Da);; :%3) dnzi‘i)

=@mn) "]

i=1

(
d

%\

1 -
exp (—2 (Da),; 73 — 11@@) d”fc,-)

Mit der “iblichen quadratischen Erginzung ldsst sich dies zu

L= (27r)_"/2 ﬁ (exp <_2(§i)m> /exp (—; (Da)y; :%2) d”ﬂzii)
R

i=1

umformen wobei T; als T; := Z; + %i)“ definiert ist. Jedes der Integrale ist ein Gaufs-

Integral wodurch sich die Berechnung stark vereinfacht und schliefSlich nur

= (27 —n/2 L ex _ ]%22 2m ks
.= (2m) g( p( Z(DA)ii> <(DA)“> )

B ?zll(DA)ii P <_;]% ' (DA)_I]%)
S exp (—;lz: : (DA)IIE>

Vdet(D4)

verbleibt. Die Fourier-Transformierte der Funktion f lautet somit

. 1 1- s
f(k) = mexp <2k - (Da) lk)

7.2. Setzt man die angegebene Funktion in die Definition der Fourier-Transformierten
etner Distribution ein, so ergibt sich

Tylg] = Ty [4] = /exp (+iko - k) (k) d"k
i

= ) [ exp ik - (—ho)) 2) (k) 'k

R

12



Hierbei haben wir im letzten Schritt eine nahrhafte FEins eingefzigt. Vergleicht man dies
mit Aufgabe 1.3 auf dem vierten Ubungsblatt und identifiziert f(k) = (27r)+n/2 o(k) und
xg = —ko, so lasst sich die Lisung direkt ablesen

= (2m) " §(—ko)
Ruft man sich die Wirkung der Delta-Distribution in Erinnerung
5[] = ¢(0)
so erkennt man, dass sich unser Ergebnis durch die Delta-Distribution darstellen ldsst
L= @0 (ko) = (2m) T 5, [4]
7.3. Setzt man die angegebene Funktion in die Definition der Fourier-Transformierten

etner Distribution ein und schreibt die Kosinusfunktion in zwei Exponentialfunktionen
um, so ergibt sich

Ty16) =Ty [6] = [ cosik) di

(exp (+ik) + exp (—iz)) ¢(k) dk

2
( exp (+ik) (k) dk + / exp (—ik) (k) dk:)
R

Fiigt man bei beiden Integralen wieder eine nahrhafte Eins ein, so ergibt sich analog zur
vorausgegangenen Teilaufgabe

(m/exp ~1) Vard(k) dk

l\D\H %\%
[y

r/exp (—ik(+1)) V2rop(k) d )

= 3543 <50 9)

7.4. Die Berechnung der Fourier-Transformierten der als Distribution interpretierten
Funktion f(x) = x? eribrigt sich wenn wir das Ergebnis aus Teilaufgabe 6.1 verwenden.
Identifizieren wir o = 2 sowie Ty = 1 so ergibt sich

U 24249 4>

x2-1 =i?9?1 = ——1

(2 D)o} =
Aus der Vorlesung aber wissen wir, dass die Fourier- Transformierte der Delta-Distribution
die Funktion (27r)_n/ *ist. Im Umkehrschluss bedeutet dies, dass die Fourier- Transformierte

13



der Einsfunktion gerade durch (27T)+n/2 0(k) gegeben ist. Damit ergibt sich fiir die Fourier-
Transformierte der Funktion f(z) = x?

— d? .
(2 Do) = — 51 = —V2rd" [y

14



