T

Ferienkurs
Analysis 3 fiir Physiker

Ubung: Distributionen

Autor: Maximilian Jokel, Benjamin Riith
Stand: 14. Mérz 2016



Aufgabe 1 (Ableitung der Heaviside-Funktion) Wir betrachten die durch

.. .
o) = {1 firz >0

0 firz<O

definierte Heaviside-Funktion, die von R nach R abbildet. Zeigen Sie, dass deren distri-
butionelle Ableitung die Delta-Distribution ist.

Aufgabe 2 (Ableitung der Betragsfunktion) Wir betrachten die durch

+x firxz >0

—x furxz <0

abs(x) := {

definierte Betragsfunktion, die von R nach R abbildet. Berechnen Sie deren erste und
zweite Ableitung im distributionellen Sinne.

Aufgabe 3 (Ableitung der Signumfunktion) Wir betrachten die durch

+1 firx>0
sgn(z) =< +0 fiirz=0
-1 firx<0

definierte Signumfunktion, die von R nach R abbildet. Zeigen Sie, dass deren distribu-
tionelle Ableitung durch das Zweifache der Delta-Distribution gegeben ist.

Aufgabe 4 (Skalierung der Delta-Distribution) Wir betrachten die in der Vorlesung
als

k—o0
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definierte Delta-Distribution. Dabei ist der erste Ausdruck rein symbolisch zu verstehen
und durch den zweiten Ausdruck definiert. Zeigen Sie, dass fiir die Delta-Distribution
die symbolisch zu verstehende Relation

0(x)
A"

0 (A\z) =

gilt.

Aufgabe 5 (Delta-Distribution) Wir betrachten erneut die in Aufgabe [4| definierte
Delta-Distribution.



5.1 Berechnen Sie die distributionelle Ableitung der Delta-Distribution.

5.2 Berechnen Sie ausgehend von Ihrem Ergebnis aus Teilaufgabel[5.1]die Fourier-Transformierte
der Delta-Distribution.

Aufgabe 6 (Fourier-Transformation von Distributionen I) Fiir eine Distribution
Ty aus dem Distributionen-Raum S'(R™) definieren wir die Distribution T gemaf

(@Ty) [¢] = Tyla"¢]

wobei a € Nij einen Multiindex bezeichnet und z%¢ durch (z%¢) (y) = y“¢(y) erklért
ist.

6.1 Zeigen Sie damit, dass fiir Distributionen Ty € §’'(R"™) die Relation
T — ilolgor,
Ty =i0°T}

gilt.

6.2 Zeigen Sie zudem, dass die in der Vorlesung fiir Funktionen f € S(R™) gezeigte
Relation -

oo f =ik f (k)
auch fiir Distributionen Ty € S'(R") gilt.

Aufgabe 7 (Fourier-Transformation von Distributionen II) In der Vorlesung haben
wir in einer Bemerkung erwihnt, dass jede Funktion f € L!'(R") durch

7ild] = [ f(@)ola) d”a
Rn”

eine Distribution definiert. Berechnen Sie die Fourier-Transformierten der folgenden als
Distributionen interpretierten Funktionen

7.1
1
fR" =R, f(zr)=exp <—2:U . Ax) mit A € R™*" positiv definit
7.2
f:R"—=C, f(x)=-exp(iko-x) mit ko € R”
7.3
[T R—=R, f(x)=cos(zx)
7.4

f:R=R, f(z)=a>



