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Aufgabe 1 (Eigenschaften der Fourier-Transformation) Beweisen Sie die folgenden
in der Vorlesung besprochenen Eigenschaften der Fourier-Transformation fiir Funktionen

fr9€ SR

1.1 Homogenitat .
af =af firaeC

1.2 Linearitat .
f+g=f+g

1.3 Translation (Verschiebung im Ortsraum)

g(@):=flx—z0) =  §(k) = exp(~ik-wo) f(k)
1.4 Modulation (Verschiebung im Frequenzraum)

g(x) = exp (+iko-2) f(z) = g(k) = f(k — ko)

1.5 Skalierung
s =1(3) = =3iow)

Losung 1.

1.1. Die Homogenitit der Fourier-Transformation folgt unmittelbar aus der Definition
der Fourier-Transformation als Integraltransformation

G (k) = (27" [ exp (-ik - ) (af(w) ' 0.1)
R’ﬂ
=« ((2%)_n/2 /exp (—ik - x) f(x) d”x) (0.2)
B
= af(k) (0.3)

1.2. Auch die Linearitdt der Fourier-Transformation ist eine direkte Konsequenz der
Definition der Fourier-Transformation als Integraltransformation

FHote) = @m)™" [ exp(=ik-2) (f(x) + g(a)) d" (04)
.

— (2m) "2 / exp (—ik - ) f(z) d"z + (20) """ / exp (—ik - 2) g(z) &z (0.5)
Rn Rn
= f(k) + (k) (06)



1.3. Zum Beweis der Translationseigenschaft der Fourier- Transformation setzen wir die
gegebene Funktion g(x) := f(x — xo) in die Definition der Fourier-Transformation ein
und erhalten

a(k) = (2m) " / exp (—ik - z) g(z) A"z (0.7)
]Rn

= (2m) " /exp (—ik - x) f(x — x0) d"x (0.8)
]Rn

Mittels der Variablentransformation & := x — xg ldsst sich dies zu
= (2m) / exp (—ik - (& + 20)) f(&) d"& (0.9)
Rn

umschreiben. Aufspalten des Exponentialfaktors ergibt schliefSlich

L= ((277)_n/2 / exp (—ik - Z) exp (—ik - zo) f(Z) dni‘) (0.10)
R

= exp (—ik - xo) ((27r)_"/2 / exp (—ik - 7) f(%) d”.fc) (0.11)
Rn
= exp (—ik - z0) f(k) (0.12)

Wir erkennen, dass sich eine Verschiebung um —xqg im Ortsraum in eine Multiplikation
mit dem Faktor exp (—ik - xg) tbersetzt.

1.4. Zum Beweis der Modulationseigenschaft der Fourier-Transformation gehen wir
analog zur vorausgegangenen Teilaufgabe vor indem wir die gegebene Funktion g(x) =
exp (+iko - x) f(x) in die Definition der Fourier-Transformation einsetzen

(k) = (2m) "2 / exp (—ik - z) g(z) d"z (0.13)
Rn

= (2m)""" /exp (—ik - z) exp (+iko - z) f(x) d"z (0.14)
s

Fasst man die beiden FExponentialfaktoren zusammen, so erhdlt man schliefSlich

= (2n) / exp (=i (k — ko) - ) f(z) d"z (0.15)
i
= f(k = ko) (0.16)

Analog zur vorausgegangenen Teilaufgabe erkennen wir, dass sich die Multiplikation der
Funktion im Ortsraum mit einem Phasenfaktor exp (+iko - x) in eine Verschiebung um
—ko tm Impulsraum tbersetzt.



1.5. Zum Schluss beweisen wir auch noch die Skalierungseigenschaft der Fourier- Transformation
was erneut direkt iber Einsetzen der gegebenen Funktion g(x) := f (%) in die Definition
erfolgt

G(k) = (2m) "2 / exp (—ik - z) g(x) d"z (0.17)
Rn

= (2m) " /exp (—ik-xz) f (i) d"z (0.18)
Rn

Mittels der Variablentransformation I := 5 lisst sich dies zu

= (2m) / oxp (—ik - (AZ)) f(7) A\"d"& (0.19)
o

_ ((%)—"/2 / exp (=i (k) - &) f(#) d”i;) (0.20)
A

Nachdem X aus R™ stammt, bedeutet die Variablentransformation ¥ := 5 ausgeschrieben

Ty = % fiir jedes i € {1,2,...,n}. Damit ergibt sich fiir das Differential ein Faktor \"
statt A. Zieht man diesen konstanten Faktor vor das Integral so erhdlt man schliefslich

L= NVF(AE) (0.21)

Aufgabe 2 (Fourier-Transformation I) Berechnen Sie die Fourier-Transformierten f
der folgenden Funktionen f € S(R):

2.1
f(x) = {:c fir |z| <1

0 fir [z > 1
HINWEIS: Diese Aufgabe lédsst sich auf zwei unterschiedlichen Wegen l6sen. Versuchen

Sie beide Losungswege zu ergriinden.

2.2
cos () fir x| < 5
fla) = el < 3
0 fir |z| >0
HINWEIS: Auch diese Aufgabe lésst sich auf zwei unterschiedlichen Wegen l6sen. Ver-
suchen Sie wiederum beide Losungswege zu ergriinden.

2.3
f(@) = exp (—|x])

24

f(x):{l—;' fiir |#] < R

0 fir |z > R



2.5
1

f(x) =exp (—23:2) cos (z)

HINWEIS: Losen Sie dieses Integral zunéchst explizit unter Zuhilfenahme der auch in
der Vorlesung verwendeten Technik und anschlielend der Eigenschaften der Fourier-
Transformation.
2.6 )

f(x):w firo<a<1
HINWEIS: Uberlegen Sie sich zunéchst fiir welche Werte von k € R das Fourier-Integral
existiert und berechnen Sie dieses anschliefend unter Ausnutzung seiner Symmetrieei-
genschaften.

Losung 2 (Fourier-Transformation I).

2.1. Setzt man die Funktion f(z) in die Definition der Fourier-Transformierten f(k)

ein, so ergibt sich
1

1
/exp —ikz)x dz (0.22)
V2r

Um dieses Integral zu berechnen, stellen wir den Integranden exp (—ikx)x als Ableitung
von exp (—ikx) nach k dar

1d
xexp (—ikz) = BT exp (—ikx) (0.23)
Damit ergibt sich

1

m/( exp( 1kx)> dz = i (f/ —ikz) (0.24)

-1

wobei wir die Ableitung nach k aus dem Integral gezogen haben. Fihrt man das verblie-
bene Integral aus, so erhdlt man
_ i d [exp (—ikac)]1 _ i d (exp (—ik) — exp (—Hk)) (0.25)
- V2rdk —ik |, 2rdk ik ‘
Verwendet man die Exzponentialdarstellung der Sinusfunktion
1
sin (z) = 5 (exp (+iz) — exp (—ix)) (0.26)

so ldsst sich der Ausdruck vereinfachen und man erhdlt schlussendlich

_ \/127(; (—21_8111;(@) _i\/zkcos(k:)k; sin (k) (0.27)




2.2. Setzt man die Funktion f(z) in die Definition der Fourier-Transformierten f(k)
ein, so ergibt sich
+7/2

flk) = — exp (—ikz)cos (z) dx 0.28
f(k) W xp (—ikz) cos (x) (0.28)
77\'/2
Wir berechnen das Integral zundchst, indem wir die Kosinusfunktion durch ihre Ezpo-
nentialdarstellung

cos (z) = % (exp (i) + exp (—iz)) (0.29)
ersetzen
L 1
L= N / exp (—ikx) - B (exp (ix) + exp (—izx)) (0.30)
_ﬁ/2+ﬂ/2 /2
- \/;7? / exp (—i(k— 1)) dz + / exp (—i(k+1)z) da (0.31)
s A
Berechnet man das Integral so ergibt sich
_ \/% <[exp(_—ii(lik_—1;)x) jj: [exp(_1 (kk+—i—11 +”/2> 032)
= \/;7( (_i (kl_ 5 {exp (—i(k - 1)7;) —exp ( ”)} (0.33)
+—i(l<:1+1) [exp (—i(k: + 1);) — exp <+1 (k+1)= )}) (0.34)

= \/18777 (—i (kl_ 0 {exp <172T) exp (—ikg) — exp <—i72r> exp <—|—1kg)] (0.35)
+—i(k1+1) {exp (—i?) exp (—ik;T) — exp (172r> exp (—I—lkg)]) (0.36)

wobei wir die Exponentialfaktoren aufgespaltet haben. Mit exp (+1%) = +i ergibt sich

N e —

+/<: 41_ . {exp <1k72r> + exp <+1kg)]> (0.38)

Bemiiht man die Exponentialdarstellung der Kosinusfunktion

cos (z) = % (exp (+iz) + exp (—ix)) (0.39)



so ergibt sich

g L () e (5) o
- \/127r (_:24111 + :2__11> cos (1/5) (0.41)
- \/5 CTS_(ZQQ) (0.42)

wobei wir im vorletzten Schritt durch geeignetes Erweitern sowie im letzten Schritt durch
Verrechnen des Minuszeichens sowie des auftretenden Faktors Zwei das Ergebnis verein-
facht haben.

2.3. Setzt man die Funktion f(z) in die Definition der Fourier-Transformierten f (k)
etn, so ergibt sich

/\

f(k exp (—ikx) exp (—|z|) do =

exp (—ikx — |z|) dz (0.43)

-5/ v/

Um uns des Betrags im Argument des Exponentials zu entledigen spalten wir das Integral
wie folgt auf

0

1 o0
= — exp (—ikz + x) dx + [ exp (—ikzx — x) da:) (0.44)

0 [
1
= — exp ([1 —ik]z) dx + [ exp (—[1 +ik]z) d:c) (0.45)

um diese schliefflich zu integrieren

L j?? Gexp (1[1_—i:€] x)}‘ioo ~ [exp <—1 [+1 2 ik] w)D (0.46)

Auswertung an den Grenzen und Vereinfachung der entstehenden Ausdriicke liefert schlief3-
lich

1 ( 1, 1 )_ 1 <1+ikz+1—ik)_\/7 1 (0.47)
S Vor \1—ik o 1+ik)  V2r \1+Ek2 1+4+Ek2)  Vrl4k? ’

2.4. Setzt man die Funktion f(z) in die Definition der Fourier-Transformierten f(k)
ein, so ergibt sich

fk \ﬁ/exp —ikx) ( ’;‘) dr = 127r Zexp (—ikx) <1_]33R\) dz (0.48)



wobei wir verwendet haben, dass die Funktion f(x) nur im Intervall (—R, R) nicht-
verschwindende Werte annimmt. Analog zur vorhergehenden Aufgabe losen wir den Be-
trag auf, indem wir das Integral aufspalten und die Terme geeignet sortieren

0

_ \/1277 4 exp (—ikz) (1 + ]”:) da + O/Rexp (—ikz) (1 . 2) da (0.49)

R 0 R

1 1
/exp (—ikz) dx + = / zexp (—ikz) dz — R/mexp(—ikx} dz
~R “R 0

j— 1
—_

Um die hinteren beiden Integrale zu ldsen, stellen wir die Integranden wie folgt als Ab-
leitungen von exp (—ikx) nach k dar

1d
txexp (—ikx) = F g &P (—ikx) (0.51)
Damit ergibt sich
1 f 1 d g 1d
o= Nors / exp (—ikx) dx — Ran | &P (—ikx) dx + Rk /exp (—ikz) dz
-R -R 0
(0.52)

Berechnet man die Integrale und verwendet anschlieffend die Fxponentialdarstellungen
der Sinus- und Kosinusfunktion

sin (x) = % (exp (+ix) — exp (—ix)) (0.53)

cos (z) = % (exp (+iz) + exp (—iz)) (0.54)

so ergibt sich

_\1ﬁ<[ exp ( 1l<;x)]RR i;[_exp(i;m)r +$%[_<ﬁ<l>(i;”€fﬂ)]:> (0.55)
= 7oz (oo + e () g (UHT)) 059
:J%@ i (bR) ;( — exp ( 1kR —eXp( ik:R))) 0.57)
_ j?? (i sin (kR) — & (2‘2“’5 kR )) (0.58)
_ \/127 (/i sin (k) — kR-2Rs1n(kR)I;2](§2—2cos(kR))-R> (0.59)
_ \/12? 2(1 —I:;;(kR)) (0.60)



Mit der Doppelwinkelfunktion 1 — cos (2z) = 2sin? (z) ergibt sich schlieflich

Ve PR Var ()’ Ve

2

() ) n ey

2.5. Setzt man die Funktion f(z) in die Definition der Fourier-Transformierten f(k)
ein, so ergibt sich

f(k \ﬁ/exp —ikx) exp (—;ﬁ) cos (x) dx (0.62)

Um dieses Integral berechnen zu kénnen, ersetzen wir zundchst die Kosinusfunktion durch
thre Exponentialdarstellung, fassen die Exponentialfunktionen zusammen und teilen das
Integral auf

L= \/1277]1!6}@ (—ikx) exp (—;x2> % (exp (+izx) + exp (—iz)) dz (0.63)
= \/27? /exp (—;xQ - ik:x) (exp (+ix) + exp (—iz)) dz (0.64)
R
= R/exp (—igﬂ —i(k — 1):1:> dx + \/%R/exp <—;$2 —i(k+ 1)x) dz

(0.65)

An dieser Stelle erinnern wir uns an die Vorlesung wo wir zur Berechnung derartiger In-
tegrale die Argumente der Exponentialfuntionen durch quadratisches Ergdnzen zu einem
vollstandigen Quadrat umgeschrieben haben

—%xQ —i(kF )z = % (2% + 2i(k 7 1)z) (0.66)
%(m 2k F 1) + (i(k F 1) — (i(k 7 1))?) (0.67)
%(m—l—lk:Fl (k:F1)2> (0.68)
= 5 @ik FD)? — (1) (0.69)

Setzt man dies ein, so erqibt sich

\ﬁ /exp ( (z+i(k—1)) - %(k - 1)2) dz (0.70)
m/exp <_ (@ +i(k +1))? —;(k+1)2> dz (0.71)



Spaltet man die Exponentialfunktionen auf und fiihrt die Variablentransformationen & :=
x +1i(k F 1) durch, so erhdlt man

) o 1) e ) f (1

V8m el

_ (exp (—%/;— 1)2) . exp (—\5/;;4— 1)2)) /exp <_;i2> dF (0.73)

R

Mit dem aus der Vorlesung vertrauten Gauf-Integral ergibt sich

_ (exp (—%(k - 1)2> . exp (—%(k: + 1)2>

V8T V8T
- % (exp (—;(k - 1)2> + exp (—;(k + 1)2>) (0.75)

Ausmultiplizieren der Argumente der Exponentialfunktionen und Ausklammern gemein-
samer Faktoren liefert

= % (exp (-é (K — 2k + 1)) +exp (—; (K + 2k + 1))) (0.76)

= exp (—; (K + 1)) : % (exp (+k) + exp (—k)) (0.77)

) Var (0.74)

Hier erkennen wir die Exponentialdarstellung des Kosinus Hyperbolicus
1
cosh () = 5 (exp (+x) + exp (—x)) (0.78)

und finden damit schlussendlich

... =exp (—; (K + 1)) cosh (k) (0.79)

2.6. Setzt man die Funktion f(z) in die Definition der Fourier-Transformierten f (k)
etn, so ergibt sich

A

f(k) = \/12? /exp (—ikx) x| dx (0.80)
R

Bevor wir uns an die Berechnung dieser Fourier-transformierten machen, tberlegen wir
uns entsprechend des angegebenen Hinweises zundchst fir welche Werte von k € R das
Integral existiert. Fiir k = 0 kollabiert der Exponentialfaktor zu FEins und es verbleibt

A

f(0 (0.81)

1 1
- [ a
) \ﬁsz/!xP v

10



Wie unschwer zu erkennen ist divergiert dieses Integral, sodass wir im Folgenden nur
die Fourier-Transformierte fir k # 0 berechnen.

An dieser Stelle nutzen wir erneut den Hinweis und untersuchen den Integranden auf
etwaige Symmetrieeigenschaften. Dazu schreiben wir zundchst die Fxponentialfunktion
fiir k #£ 0 wie folgt um

fiky = / cos (kz) — isin (kz)) 2]~ do (0.82)

1
= — cos (kz) |z|7% dz —1 [ sin (kz) |z|~¢ dac) (0.83)

und bemerken, dass die Betragsfunktion sowie die Kosinusfunktion offensichtlich symme-
trisch beziglich der Spiegelung an x = 0 sind wahrend die Sinusfunktion antisymmetrisch
beziiglich der Spiegelung an x = 0 ist. Nachdem der Integrationsbereich aber symmetrisch
beztiglich x = 0 ist, verschwindet das zweite Integral aus Symmetriegrinden und es ver-
bleibt

cos (kx) |x|7% da = cos (kx)x™* dx (0.84)

-7/ Gl

Mit der Variablentransformation t = kx ldsst sich dieses Integral schliefflich zu

\/7/(:05 ()adt \/>k7°‘ 1/cos t)yt—* de (0.85)

umschreiben.
Aufgabe 3 (Fourier-Transformation II) Wir betrachten die durch
firt <0

firt=20
exp((—A +ia)t) firt >0

o= O

ft) =

definierte Funktion wobei A € R* und a € R.
3.1 Berechnen Sie die Fourier-Transformierte f(w) der Funktion f(t).

3.2 Wie lauten fiir Zeiten ¢ > 0 die Fourier-Transformierten Z(w) und §(w) der geddmpf-
ten Schwingungen

x(t) = exp (—At) cos (2t)
y(t) = exp (—At) sin (Qt)

wobei ) € R?

11



Losung 3 (Fourier-Transformation IT).

3.1. Setzt man die Funktion f(t) in die Definition der Fourier-Transformierten f(w)
ein, so ergibt sich
f(w)

exp (—iwt) f(t) dt exp (—iwt) exp (=X +1a)t) dt  (0.86)

-7/ -7/

An dieser Stelle haben wir verwendet, dass die Funktion f nur fiirt > 0 nicht-verschwindende
Werte annimmt. Obwohl die Funktion bei t =0 den Wert 1/2 annimmt, konnen wir dies
getrost ignorieren, da der Punkt t = 0 beziiglich der Menge der reellen Zahlen R ei-

ne Nullmenge darstellt. Fasst man die Exponentialfunktionen zusammen und fihrt die
Integration aus, so ergibt sich

— L (- (i + ) di = L [ERE O+ @) 07
_mo/ p(— (A +i(w+a))t) dt_m[ Oriwra) (0.87)
1 [ exp(—A+ilw+a)T)—17 1 1

Vo Tlg%o - (A +i(w+a)) }_\/ﬂz\—i—i(w%-a) (0.88)

3.2. Setzt man die Funktionen f(t) in die Definition der Fourier-Transformierten f(w)
ein, so ergibt sich

flw) = exp (—iwt) f(t) dt (0.89)

=/

m/exp —iwt) exp (—At) {:105((?22 dt (0.90)

Fasst man die Exponentialfunktionen zusammen und schreibt die Kosinus- und Sinus-
funktion in deren Exponentialdarstellung, so ergibt sich

L= ooexp (— (A +iw)t) {5 (exp (i2t) + exp (—i€2))

% (exp (iQt) — exp (—i2t)) dt (0.91)

0)t))
0)t))

Hier erkennen wir mit der Identifikation T = ax exakt die Integrale aus der vorausge-
gangenen Teilaufgabe. Verwendet man das dortige Ergebnis, so finden wir

o Oo{%(exp(_()\—i-i(w—Q))t)+eXP(—(/\+iw+ dt (0.92)
) :

L (exp (= (A +i(w — ) 8) — exp (— (A +i(w

1 1 1
{2 (A+i(w+a,) + /\+i(w+a+)) (0.93)
; .
)\+1(w+a Y Mi(wtat)

1]

(i o)
V2r OFiw)—iQ T Vax (OHw)+HQ (0.94)

- 1 1 1
( 27 A+Hiw)—iQ /27 (\+Hiw)+iQ

vl 5
3 3

—

] w0l

12



Macht man den Nenner rational, so finden wir

((A+w)+1§2 1 Otiw)—i0 )
1 A+iw)2+Q2 T (Afiw)?+02 (0.95)
m 1 ((()\+1w)+19 (A iw)—iQ )

Aiw)2 402 (AMiw)2+Q2

_ 1 ot (0.96)
V2m (A+iw§;2+92 .

Aufgabe 4 (Fourier-Transformation III) Gegeben sei ein dreifacher Tiefpass, der
durch die Differentialgleichung

d 3
(adt + 1) 2(t) = s(8)
mit der Konstante a = RC > 0 und der Eingangsfunktion s(t) beschrieben wird. Die
Fourier-Transformierten der Funktionen z(¢) und s(t) seien &(w) und §(w).

4.1 Welche Eigenschaften muss die Eingangsfunktion s(t) besitzen, damit eine Fourier-
Transformation durchgefithrt werden kann?

4.2 Formulieren Sie durch Anwendung der Fourier-Transformation die im Zeitbereich
gegebene Differentialgleichung im Frequenzbereich.

4.3 Bestimmen Sie die durch

h(w) ==

definierte Ubertragungsfunktion A (w).

Losung 4.

4.1. Aus der Vorlesung wissen wir, dass eine Funktion nur dann eine Fourier- Transformierte
besitzt, wenn das Fourier-Integral existiert. Dementsprechend muss die Eingangsfunktion
s eine L1 (R)-Funktion sein.

4.2. Um die gegebene Differentialgleichung im Frequenzbereich zu formulieren setzen wir
die Fourier-Darstellungen der Funktionen x(t) und s(t) ein

/exp (+iwt) Z(w) dw (0.97)
R
— p (+iwt) § dw 0.98
\ﬁ (w) (0.98)
R
und erhalten damit
(a d + 1) ! /e (+Hiwt) #(w) dw ! exp (+iwt) §(w) dw (0.99)
— — [ ex — [ ex .
dit V2T J P \/ 2 2 P

13



Die linke Seite ergibt dabei

(a(;it+1> (\ﬁ/exp (+iwt) (w )dw) (0.100)

= (ac(lit + 1>2 (\/%!iaw exp (+iwt) Z(w) dw + 127r /exp (+iwt) &(w) dw)

R
(0.101)
1 1 . TR
= a—+1 (\/%R/ iaw)? exp (+iwt) &(w )dw+mR/1awexp (+iwt) #(w) dw

(0.102)

1 1 SN A
27T]R/1aw exp (+iwt) (w) dw + \/%R/exp(—klwt)x(w) dw) (0.103)
/ iaw)? exp (+iwt) & (w )dw—i——/ iaw)? exp (+iwt) &(w) dw (0.104)

IR
+2- / iaw)? exp (+iwt) &(w) dw + 2 - —/mwexp (+iwt) Z(w) dw

e (0.105)
\ﬁ/lawexp (+iwt) Z(w )dw—i——/exp (+iwt) #(w) dw (0.106)
— [ (—icPw? = 30°w? + Jiaw + 1) exp (+iwt) Z(w) dw (0.107)

FR

Setzt man dies in obige Gleichung ein und betrachtet auf beiden Seiten jeweils nur den
Integranden so ergibt sich die algebraische Gleichung

(—ia3w2 — 30%w? 4 3ioaw + 1) #(w) = §(w) (0.108)

im Frequenzraum.

8

((Z)) so findet man fiir die Ubertragungsfunktion

4.3. Bildet man den Quotienten h(w) =

0>

- 2 (w) 1 1
() (w)  —iodw? —3a?w? 4+ 3iaw +1 1 - 3a?w? + iaw (3 — a?w?) ( )

Aufgabe 5 (Inverse Fourier-Transformierte) Berechnen Sie die inversen Fourier-
Transformierten f der folgenden Funktionen f € S(R™)

5.1
exp (2ik)

1) ==

14



HINWEIS: Verwenden Sie die Translationseigenschaft der inversen Fourier-Transformierten
analog zur Translationseigenschaft der Fourier-Transformierten aus Aufgabe 1.

2
F(k) = kexp (—’3)

HINWEIS: Versuchen Sie an einer geeigneten Stelle die Funktion f(k) als Ableitung
darzustellen.

5.2

Losung 5 (Inverse Fourier-Transformierte).

5.1. Gemdf$ dem Hinweis betrachten wir in Aufgabe 1 die Translationseigenschaft der
Fourier-Transformierten. Identifiziert man (k) aus Aufgabe 1.3 der gegebenen Funktion
f(k), so ergibt sich

~ -2
g(k) = exp (—ikzo) f(k) & f(k) = exp (2ik) (1+ %) (0.110)

Durch Vergleich finden wir zg = —2 sowie f = (1+ k‘2)_2. Damit reduziert sich die Auf-
gabe also auf die Berechnung der inversen Fourier- Transformierten von (1 + k‘2)_2. Aus
Aufgabe 2.3 aber wissen wir, dass die Funktion exp (—|z|) die Fourier-Transformierte

\/g (1+ kz) 2 besitzt woraus wir folgern kénnen, dass die inverse Fourier- Transformierte

von (1+ k2)72 durch
1 v [

gegeben ist. Dementsprechend konnen wir unter Ausnutzung der Translationseigenschaft
schlussfolgern, dass die inverse Fourier-Transformierte der gegebenen Funktion f(k)
durch

Fl@) = /2 exp (—Jr —2) (0112)
gegeben ist.

5.2. Setzt man die Funktionen f(k) in die Definition der inversen Fourier- Transformierten
f(x) ein, so ergibt sich

exp (+ikx) f(k) dk (0.113)

2
exp (—I; + ik::n) k dk (0.115)

/
/ exp (+ike) k exp (—k;> dk (0.114)
R
/
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wobei wir die Exponentialfunktionen zusammengefasst haben. Stellt man an dieser Stelle
entsprechend des Hinweises den Integranden gemdf

K2 1d K2
als Ableitung nach x dar so erhdlt man

K*
\/%/ e (—2+1kx> dk (0.117)

Um dieses Integral ausfiihren zu kdnnen, missen wir abermals durch quadratische Er-
gdnzung ein vollstindiges Quadrat erzeugen

K Ly o
—§—+Mm::—§(k——mha (0.118)
1

- (K = 2ikz + (iz)” — (ix)*) (0.119)

1 D82 2
——Qak—w)+m) (0.120)

1 2
:—§“F%@2—%* (0.121)

Setzt man dies ein und zieht die Ableitung nach x nach auflen so verbleibt
1 1d 1 5 @2

= — ——(k—1i - — 122
\/%idx]!e}(p< 2(k ix) 2>dk: (0.122)

Mit der Variablentransformation k := k — iz lisst sich das Integral leicht berechnen und
wir finden schliefSlich

1 2\
V[1;1/exp<—/-c2—”;> dk (0.123)
R

1 1d 2 1-, 5

= - . —= 1
51 de (exp( 5 > R/exp( 2k ) dk) (0.124)
1 1d 72

— il _Z 2 12
51 de <exp ( 5 ) V 71') (0.125)

2
:—erxp<—ié> (0.126)

Aufgabe 6 (Eigenschaften der Faltung) Beweisen Sie die folgenden in der Vorlesung
besprochenen Eigenschaften der Faltung fiir Funktionen f, g, h € L'(R")

6.1 Kommutativitit
fxg=gx*f
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6.2 Assoziativitat
(fxg)xh=fx(g*h)

6.3 Distributivitat
fr(g+h)=f*xg+fxh

Losung 6 (Eigenschaften der Faltung).
6.1.

Der Beweis der Kommutativitat der Faltung ergibt sich mit Variablentransformation
7 :=x — y unter Verwendung des Transformationssatzes aus deren Definition

(f*9)( le r—y d"y = /f det(gy) d"j (0.127)
—/f ) |det (=Lpxn)|d"g (0.128)
/ F@)g(e =) |-1]d"5 = (g /) (2 (0129)

6.2.

Auch zum Beweis der Assoziativitdt der Faltung starten wir ausgehend von der Definition
der Faltung

(Fx9) 0 (@) = [ (F 9) (w— p)hiy) d"y (0130)
.

B / ( /f“”: —y) —2)9(2) d"Z) h(y) d"y (0.131)
R \Rn

Vergleicht dies mit dem Ausdruck fir f = (g h)

(F(g+h) /f:u— ) (g 1) (§) "G (0.132)

_ /f(;z; —9) (/g(g — 2)h(3) d”z) dnj (0.133)
R7 R7

so bietet es sich an, zundchst die Rolle der Integrationsvariablen § und Z zu vertauschen

_/f v -3 (/gz— d“~) az (0.134)

R'Il
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Nachdem mit g und h auch die Faltung g * h wieder eine L*(R™)-Funktion ist, konver-
gieren die Integrale und wir dirfen diese vertauschen. Damit ergibt sich

= / ( / Flz—2)g(5 — i) d”,%) h(g) d"j (0.135)

R" R™

Definieren wir nun simultan § =y und Z := y+ z und verwendet dabei A"y = d"y sowie
d"z =d"z so ergibt sich

:/ (/f(a:—(y+z))g(z) d%) h(y) d™y (0.136)

R? \Rn»

=/ (/f((w —y) —2)g9(2) d”z) h(y) d™y (0.137)
R” \R"

~ [ +9) (@ =)y dy (0.138)
]Rn

= ((f*g)=h)(2) (0.139)

6.3. Trivial.
Aufgabe 7 (Faltung) Wir betrachten durch

m™T—X

2

s(x) =

definierte, 2m-periodische Sdgezahnfunktion wobei x € [0, 27).

7.1 Zeigen Sie, dass die Faltung (f * f)(x) einer T-periodischen Funktion f € L!(R)
wiederum T-periodisch ist.

7.2 Berechnen Sie die durch

(5% ) (@) = —

T or

2
| st =y dy
0

definierte periodische Faltung fiir x € R.

Losung 7.

7.1. Um zu zeigen, dass die Faltung (f x f)(x) einer periodischen Funktion f mit der
Periode T wiederum T -periodisch ist, setzen wir die Funktion f in die Definition der
Faltung ein

zo+T

(feN@=[fe-pfwdy= [ fa-piwdy (0140
R

o
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wobet wir ausgenutzt haben, dass die Funktion T-periodisch ist. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass die Funktion f nur im Intervall [xo,zo + T| nicht-verschwindende Werte
annimmt. Ist (f = f)(x) periodisch, so muss gelten

(f*Pa+T) = (f o) (0.141)
Berechnen wir (f x f)(x +T) mit dem obigen Faltungsintegral so finden wir
xo+T
(s D+T)= [ fa+T =510 dy (0142)

Nachdem aber die Funktion f selbst T-periodisch ist, vereinfacht sich dieser Ausdruck
und wir finden das erwartete Ergebnis

xo+T

= [ fe - dy= (5 D) (0.143)

zo

7.2. Analog zur ersten Teilaufgabe berechnen wir das Faltungsintegral wiederum nur auf
dem Intervall [xq, xo+ 27| wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit o = 0 setzen
kénnen. Es ergibt sich laut Definition

(s45) (2) = [ s(a ~y)sy) dy (0.144)

R

An dieser Stelle miissen wir kurz pausieren und uns tberlegen, ob wir nun einfach die
gegebene Funktion s einsetzen diirfen und den Integrationsbereich auf das Intervall [0, 27]
beschrinken konnen. Betrachten wir im Integranden den Faktor s(x —y) so ist unschwer
zu erkennen, dass dieser nur fir x —y € [0,2m) definiert ist. Wahlt man beispielsweise
T = 7 so ist dieser Faktor nicht von unserer Definition abgedeckt. Nachdem die Funktion
s aber als 2m-periodisch angenommen wird, lautet die Funktionsgleichung fir s auf dem

Intervall [—2m,0)
s(z) = _a:—zm (0.145)

Damit kénnen wir das Faltungsintegral fiir x € [0,27) wie folgt berechnen

(s45) (2) = [ s(a ~ y)s(y) dy (0.146)

27
sta—y)s(y) dy + [ s(z —y)s(y) dy (0.147)

St~ &

T 2T
i(/(ﬂ—(fv—y))(ﬂ—y) dy+/(—(m—y+ﬂ))<ﬂ—y) dy) (0.148)

0
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wobei wir fir den Faktor s(x —y) im zweiten Integral die Funktionsgleichung fir s auf
dem Intervall [—2m,0) eingesetzt haben. Nach einigem Rechnen ergibt sich

2 2
oo = —mx? 4 2% — §7r3 = -7 <$2 — 2mx + 37T2) (0.149)

Wie sich leicht iberprifen ldsst, ist diese Funktion tatsdchlich wiederum 2m-periodisch

2
(s*5)(zo+2m) =—m <(a:0 +2m)% — 27 (zo + 27) + 3%2) (0.150)
2
= -7 (1:(2) + dmzg + 4n? — 2mxg — 4 + 37r2) (0.151)
2
= -7 (x% + 2mxo + 37T2> (0.152)
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