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Aufgabe 1 (Eigenschaften der Fourier-Transformation) Beweisen Sie die folgenden
in der Vorlesung besprochenen Eigenschaften der Fourier-Transformation fiir Funktionen

fr9€ SR

1.1 Homogenitat .
af =af firaeC

1.2 Linearitat . .
frg=Ff+3g

1.3 Translation (Verschiebung im Ortsraum)

g(@):=flx—z0) =  §(k) = exp(~ik-wo) f(k)
1.4 Modulation (Verschiebung im Frequenzraum)

g(x) = exp (+iko-2) f(z) = g(k) = f(k — ko)
1.5 Skalierung

x . n?
s =1(3) = =3iow)

Aufgabe 2 (Fourier-Transformation I) Berechnen Sie die Fourier-Transformierten f
der folgenden Funktionen f € S(R):

2.1 )
f(x) = {x fir |z] <1

0 fir |z > 1
HINWEIS: Diese Aufgabe ldsst sich auf zwei unterschiedlichen Wegen 16sen. Versuchen

Sie beide Losungswege zu ergriinden.

2.2 )
fla) = {cos (x) fir |x| <

1o fir |x| >

[SERNIE]

HINWEIS: Auch diese Aufgabe ldsst sich auf zwei unterschiedlichen Wegen 16sen. Ver-
suchen Sie wiederum beide Losungswege zu ergriinden.

2.3
f(z) = exp (=)
24
{1 - %' fir |z < R

fl) = 0 fiur |z| > R



2.5
1

f(x) =exp (—23:2) cos (z)

HINWEIS: Losen Sie dieses Integral zunéchst explizit unter Zuhilfenahme der auch in der
Vorlesung verwendeten Technik und anschliefend unter Ausnutzung der Eigenschaften
der Fourier-Transformation.

2.6
1

X

f(x)

HINWEIS: Uberlegen Sie sich zunéchst fiir welche Werte von k € R das Fourier-Integral
existiert und berechnen Sie dieses anschliefend unter Ausnutzung seiner Symmetrieei-
genschaften.

Aufgabe 3 (Fourier-Transformation II) Wir betrachten die durch

firt <0
firt=20
exp((—A +ia)t) firt >0

= O

ft) =

definierte Funktion wobei A € R* und a € R.
3.1 Berechnen Sie die Fourier-Transformierte f(w) der Funktion f(t).

3.2 Wie lauten fur Zeiten ¢ > 0 die Fourier-Transformierten Z(w) und g§(w) der gedampf-
ten Schwingungen

x(t) = exp (—At) cos (2t)
y(t) = exp (—At) sin (Qt)

wobei ) € R?

Aufgabe 4 (Fourier-Transformation III) Gegeben sei ein dreifacher Tiefpass, der
durch die Differentialgleichung

d 3
(adt + 1) (1) = s(t)
mit der Konstante « = RC' > 0 und der Eingangsfunktion s(¢) beschrieben wird. Die

Fourier-Transformierten der Funktionen x(¢) und s(t) seien &(w) und §(w).

4.1 Welche Eigenschaften muss die Eingangsfunktion s(t) besitzen, damit eine Fourier-
Transformation durchgefithrt werden kann?



4.2 Formulieren Sie durch Anwendung der Fourier-Transformation die im Zeitbereich
gegebene Differentialgleichung im Frequenzbereich.

4.3 Bestimmen Sie die durch

definierte Ubertragungsfunktion 7 (w).

Aufgabe 5 (Inverse Fourier-Transformierte) Berechnen Sie die inversen Fourier-
Transformierten f der folgenden Funktionen f € S(R™)

5.1 (ik)
_exp (21
Fk) = 1+ k2

HINWEIS: Verwenden Sie die Translationseigenschaft der inversen Fourier-Transformierten
analog zur Translationseigenschaft der Fourier-Transformierten aus Aufgabe 1.

2
F(k) = kexp (—’“2)

HINWEIS: Versuchen Sie an einer geeigneten Stelle die Funktion f(k) als Ableitung
darzustellen.

5.2

Aufgabe 6 (Eigenschaften der Faltung) Beweisen Sie die folgenden in der Vorlesung
besprochenen Eigenschaften der Faltung fiir Funktionen f, g, h € L*(R")

6.1 Kommutativitat
fxg=gxf

6.2 Assoziativitit
(fxg)xh=fx(g*h)

6.3 Distributivitat
fr(g+h)=f*xg+[fxh

Aufgabe 7 (Faltung) Wir betrachten durch

T—T
2

s(x) =

definierte, 2m-periodische Sagezahnfunktion wobei z € [0, 27).



7.1 Zeigen Sie, dass die Faltung (f * f)(x) einer T-periodischen Funktion f € L!(R)
wiederum T-periodisch ist.

7.2 Berechnen Sie die durch
1

T oor

(sxs)e) = o= [ ste = st dy

definierte periodische Faltung fiir x € R.



