Ferienkurs Analysis I ]
fiir Physiker WS 15/16 Aufgaben Tag 4

Probeklausur
1 Vollstandige Induktion

Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion fiir alle n € N die folgende Aussage:

n
- =
=k +k n+l

Losung:
Induktionsbeginn: n =1

21: 111
S
Rk 2 141

Induktionssschritt: Moglichkeit 1: n — 1 —n

n n—1
1 1 1
Zk2+k:Zk2+k+n2+n
k=1 k=1
n—1+ 1
n n(n+1)
n*—1+1

n(n+1)
n

n+1

Moglichkeit 2: n —n + 1

n+1 1 n 1

B 1
;M_;k2+k+(n+1)2+(n+1)
n 1
+
n+1l (n+1)(n+2)
n(n+2)+1
(n+1)(n+2)
_ n?+42n+1
S (n+1)(n+2)
_n+1
42

2 Komplexe Zahlen

a) Geben Sie Real- und Imaginirteil von (a +1b)~! an, a,b € R

1 o
a+ib !
Losung:
r a—1ib _a—ib o« i —b
a+ib  (a+ib)(a—ib) a2 +0b2  a2+b2 a2+ 12
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b) Geben Sie (—1 +1)% in Polardarstellung, re'®, r € R, ¢ € (—m, 7], an.

Losung:

(~1+i) = V3P
= (_1 +1)6 — \/§Gei18/4ﬂ' — 8€i7r/2

3 Konvergenz von Folgen

a) Bestimmen Sie den Grenzwert lim (\/ n?+1-— n)

n—oo

O=-o0 O=0 D:% 0= 0 =142 =00 0 = existiert nicht
Losung:

b) Welchen Wert besitzt die Reihe (—%) ?
n=1
O=-4 0O0O=-3 O=0 0O=£ 0O=%12 O=oc0 O= undefiniert
Losung:
Die Terme bilden keine Nullfolge, die Reihe ist also nicht konvergent.

o0

c) Wo liegt der Grenzwert der Reihe ) ﬁ?
n=1

0=-c0 O € (—o00,0) O0=0 0 e (0,00) 0=+ 00 = undefiniert

1 1 1 1 1 1
Dy s A o ) R S

Die Reihe ist nach dem Leibnitzkriterium (alternierende betragsméfig monotone Nullfolge)
konvergent. Die Teilsummen bilden eine Intervallschachtelung. Insbesondere liegt der Grenz-

wert im Intervall [—1, —2], ist also negativ.

4 Potenzreihen

o0
Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe ) Z72". Losung:
n=0

: ofnd o onf1 ya\? _ 1
limsup 4/ — = lim = — lim (n ”) =—_.
N300 on n—oo 2 2 n—o0 2

Der Konvergenzradius ist also: R = 2.
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5 Grenzwerte von Funktionen und stetige Fortsetzbarkeit

a) Welchen Wert hat lim lozgﬁ?
z—1a#£1 ¥

O=-00 0O=-1 0O=-3 0O=0 0O=
Losung:

% O=2 0= [J undefiniert

logz g . Ve 1
11m = 1im _— =
z—1,x#1 x2—1 z—1,0#1 22 2

b) Durch welchen Wert ist die Funktion f: (=3, %)\ {0} =R, f(z) = % bei x = 0

stetig fortsetzbar?

O=-1 0= —% 0=0 0= % O=1 O=2 U nicht stetig fortsetzbar
Losung:

im —— " iy cos?(z) =1
x—0 tan(w) z—0

6 GleichmiaBige Stetigkeit

a) Zeigen Sie, dass die durch f(z) = \/x definierte Funktion f : [0,00) — R auf [0, c0)
gleichmifig stetig ist. Verwenden Sie dazu |/a — \/E| < +/|a—1|

Hierzu ist zu zeigen: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0 mit der Eigenschaft, dass
|f(z) — f(2')] <€ fiir v — 2’| <6
fur alle z, 2’ € [0,00). Ansatz:
f(z) = f@)] = Vo = V| < ]z —a'[ < e
Demnach ist
lv —2'| < €
Wir kénnen also 6 = €2 wihlen.
7 Integration und Differentiation
Berechnen Sie jeweils:

a) fl(x)= % arcsin (L’r—i)

, 1 —(1+z)—(1—2)
fl(z) =
R
1
T Vel ta)

b) f'(x) = g exp ()

(@) = = expexp (In(x) cos(z)) exp(~ In(z)a)]

= exp {exp[ln(x)(cos x — x)]} exp[In(z)(cos z — z)]{(cosz — =) /x — In(z)(sinz — 1)}
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C F— f x7+1

:v5+353

dx

x—l—l /w7+x5—az5—$3+x3+1
m5+x3 x5 4 23

/ a: +1

x5—|—m3
z3 z°+1
T A
3 x+/az5+x3

Das letzte Integral konnen wir durch Partialbruchzerlegung l6sen. Wir betrachten dazu

23+ 1 _a b r dix+ds
(22 +1) = 22 23 22+1

und vergleichen die Koeffizienten der Zahler
gta+dy) +a3b+do) +aPate)tabte=ad+1

Wir sehen daher: b=10, do =1 =d; = c und a = —1. Damit ist

3 -1 1 1
F:x—x+/dm[++x+}
X

3 |

a3 In| 2+/ T d +/ dzx
= — —z—Inlz| - = ———dzx —_

3 22 z2+1 x2+1

23

2 1
:g—x—ln\ﬂ—ﬁ+§ln|x2—l—1|+arctan(az)+c

8 Taylorreihe

Sei die Funktion f : (—1,1) — R definiert durch

oo
und sei Y apz™ ihre Taylorreihe mit dem Ursprung als Entwicklungspunkt.
n=0

a) Wie lauten die Koeffizienten a,, fir n > 17
Wir schreiben die Funktion als
1

_ _ _x—1/2

und erkennen den verallgemeinerten binomischen Lehrsatz, den wir zur Bestimmung der Ko-

effizienten nutzen

10 = =y = 35 (1) (o - 3 CUDCYD Q20

n n!
n=0 n=0

Diesen Ausdruck kann man umschreiben und erhalt

$Ihaei-n

nl2n

fz) =

n=0
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b) Wie grof ist der Konvergenzradius der Taylorreihe?

Den Konvergenzradius bestimmen wir mit der Eulerformel

R = lim an

n—0o0 an+1

[15=1(25 = 1) (n+1)127H!

= lim
e nl2r AN 25 - 1)
. 12(n+1)
= 1 _— | =
oo | 2n + 1 ’

o0
c) Wie lauten die Koeffizienten b, der Taylorreihe Y b,z" fon f’(z) im gleichen Entwick-

n=0
lungspunkt?
d d =111 (27 - 1)
/ _ - J n
F@) =G = 5 g nize "
= 3 (n+ 1)—1_[?;1(2] — 1 "
ot (n+ 1)12n+1
Seite 5

Technische Universitdt Miinchen



