Probeklausur zum Ferienkurs Lineare Algebra 2015/2016

1 Linearkombination

Driicken Sie das Polynom a = x? — 4x — 3 als Linearkombination der Vektoren a; = x? —2x + 5,a, =
2x2—3x,a3 = x + 1 aus.

Losung:

aund ay, a,, a; beziiglich der Basis (1, x, x?) dargestellt:

-3 5 0 1
a=|—-4], a;=|—-2], ag=|-3|, az3=|1
1 1 2
es muss gelten:
5 0 1
a=A|-2|4+p|-3|+7|1
1 2 0
Losen des LGS liefert:
a=(—L > (Y _03 (-2
IR 11 11

2 Matrizenrechnung

1 1 2 01 6 11
A=025,B=035,C=(02)
1 2 3 1 0 3
a) Uberpriifen Sie die Invertierbarkeit der Matrizen A, B und C
b) Bestimmen Sie die transponierte Matrix AT
¢) Invertieren Sie die Matrix B zu B~! und die Matrix C zu C!
d) Bestimmen Sie das Matrixprodukt A - B

Losung

1. det(A) = -3, det(B)=-13, det(C)=2 # 0

1 0 1
2.AT=[1 2 2
2 5 3
1 -9 3 13 1 1
3. B_lzﬁ -5 6 0 ,C_lz(o 12)
3 -1 0 2
2 4 17
4. A-B=[|5 6 25
3 7 25
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3 Darstellungsmatrix
Sei F = spang(cos, e, 1), wobei
cos:R— R, x — cos(x),
e:R—>R,x — e”,
I1:R->R,x—1.

F ist ein Untervektorraum U = {f : R — R}.
Ferner sei

¢ :F-oR,f— f(0).
a) Zeigen Sie, dass B = (cos,e,1) eine Basis von F ist.
b) Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.

¢) Betrachten Sie die Basen B von F und A = (1) von R und berechnen Sie die darstellende Matrix

Mgpa(@).

Losung:

a) Es muss gelten: A;cos + A,e + A31 =0 Vx € R, insbesondere fiir x =0, 7t/2,37/2.

e x=0:A1+A,+A3=0

e Xx=m/2: ™2+ 23=0

o x =31/2: 2,32 + A3 =0 Da e”™/? # ¢37/2 gilt A, = A3 = 0 und damit A; =0.
b) Sei f =Acos+ Aye+ A3l und g = uqcos + pge + sl

o $(f+8) = d((A+p1)cos+(Ax+uz)e+(Az+u3)1) = (A +uq)cos(0)+(Ax+ug)e®+(Az+us)l =
21€05(0) + A5€° + 31 + pycos(0) + pge® + sl = ¢ (f) + ¢ (g)

e ¢p(nf) = (A cos(0) + nAye + NA31) = NA;cos(0) + NAye® + NAs1 = n(A;c0s(0) + Ae® +
A31)=n¢(f).

¢) Wir betrachten die Bilder:
¢(cos)=cos(0)=1=(1)-1

pe)=e"=1=(1)-1
p(1)=1=(1)-1

(1 1 1).

Damit ist die darstellende Matrix

Aileen Wolf & Florian Niederreiter 11.03.2016 2



Probeklausur zum Ferienkurs Lineare Algebra 2015/2016

4 Untervektorraum
Die Menge M im R? ist gegeben durch
M = {(x1,x9,x3)" : x1 + x5 + x5 = 0}.
a) Zeigen Sie, dass M ein Untervektorraum von R3 ist.
b) Bestimmen Sie eine Basis von M.

Losung:

a) zu zeigen: M ist ein Untervektorraum von R®

e UVO: M #0,da(0,0,0)" € M wegen 0+0+0=0.
o UV1:v=_(x,X5,x3) € M,w=(y1,y2,y3)  €EM=>v+w=(x;+y, X3+ Y2,X3+y3) €M,

da gilt

X1 + X2 + XS - O
und

Yity2+ys=0
und damit

X1 +y1 +X2+_}’2+X3 +y3:X1+X2 +X3+y1 +y2+y3=O

=0 =0
e UV2: AER,v=_x1,X9,x3)] € M = A€M, dax; + x5+ x3 =0 ist auch Ax; + Axy + Ax3 =
A(Xl +X2+X3):0.
|

=0

b) Bestimme eine Basis von M: V(x1, x5, Xx3)" € M gilt, dass x; + x5 + X3 = 0 = x5 = —(x; + X5), also
Xq 1 0
xz == xl O + X2 1
—(x1 + x3) -1 -1
Basisvektoren von M:
1 0
B= 0 ],l 1
-1) \—1

5 Determinanten

Eine Matrix A heiRt antisymmetrisch, wenn gilt: A* = —A.

a) Betrachten Sie die Matrix

0 1 -3 0
-1 0 =2 0
A= 3 2 0 1
0 0 -1 0

Berechnen Sie det A.
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b) Sei A antisymmetrisch und n ungerade. Zeigen Sie, dass dann det A = 0 gilt.

Losung:
0 10

a) detA=(—1)*3(—=1)det| -1 0 0]|=1
3 21

b) z.z.: A' = —A — det A= 0, n ungerade.

det(A) = det(A") —» A" = —A — det(A") = det(—A) = (—1)"det(A) = —det(A) (weil n ungerade)
—det(A") =det(A) = —det(A) & A=0.
6 Eigenwerte

6.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Gegeben Sei die Matrix

1 0O
A=(1 2 0
0 01

a) Zeigen Sie, dass A; = 1, A, = 2 die einzigen Eigenwerte von A sind.
b) Finden Sie je eine Basis von Ker(A— A,E3) fiiri =1, 2.
c) Begriinden Sie, warum die Matrix A diagonalisierbar ist.

d) Geben Sie eine Diagonalmatrix D und eine Transformationsmatrix S an, so dass

D=S"'AS
gilt.
Losung:
a) EW: det(A—A13)=(1—-2)%(2— 1)
b)
0 0O
0 0O

Damit gilt Ker(A—15) = spang((1,—1,0)7,(0,0,1)7).

-1

o O

A—2ﬂ3 ==

o O O

1
0

Damit gilt Ker(A—213) = spang((0,1,0)7).
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c) ya(A) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren, die geometrische Vielfachheit entspricht der algebrai-
schen, damit ist die Matrix diagonalisierbar.

6.2 Matrixeponential

Berechnen Sie das Matrixeponential e
Losung:

et = eB1C = ¢B . ¢C mit B ist Matrix der Diagonalelemente und C die nilpotente Matrix

el 0 0 0 00 e! 0 0
A=(0 e o|-(1+[1 0 0pPh=[1 e 0
0 0 et 0 00 0 0 et
7 Gram-Schmidt-Verfahren
1 2 4
Bestimmen Sie die orthonormale Basis zu den Vektoren @ =| 0|, b =[O0 |und ¢ =|5
1 3 6
Losung
A — 1
—d_1
bl_lal_ﬁ(l)
2 1 -1
h=be<b-B>b=lolos.Llol=L o
2 1 1 V2 2 2
3 1 1
5 -1
o b _ 1
2= = 57| 9
4 1 —1 -3
3=C-<TC-by>b—<7C-by>by=|5-2-5|0]|-5|0 |=[5
6 1 1 3
5 3 3
==L [5]=__1 5
37 Dbl T S prasi(R) X V26.125 X
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