Ubungen zum Ferienkurs Lineare Algebra 2015/2016: Lésungen

1 Lineare Abhingigkeit

1.1
Fiir welche t € R sind die folgenden Vektoren aus R* linear abhingig?
(17 3) 4)’ (3) t} 11)7 (_13 _47 O)'

Losung:
Das zur Aufgabe gehorige LGS fiihrt auf die Matrix

1 3 4
3 ¢ 11
-1 —4 0

Diese Matrix formen wir mittels elementarer Zeilenumformungen um zu

1 3 4 1 3 4

Zy—371,25+2; 4Zy+2Z3
> 0 t—9 -1 ~ 0 4t—-37 0
0o -1 4 0 —1 4

Die lineare Abhéngigkeit der drei Vektoren ist gleichbedeutend damit, dass die zweite Zeile der Matrix

verschwindet, also 4t —37 =0 oder t = 34—7.

1.2

Stellen Sie den Vektor w jeweils als Linearkombination der Vektoren vy, v,, v5 dar:
a) w=(6,2,1),v; =(1,0,1),v, =(7,3,1),v3 = (2,5, 8).
b) w=(2,1,1),v; =(1,5,1),v, =(0,9,1),v3 =(3,-3,1).

Losung:
a) w= %vl + %vz — %6113.

b) w=—v; +vy+vs.

1.3

Gegeben sind die folgenden Vektoren aus dem R3,

1 —2 4
u=1|2],v=|1 |,w=]| 3
1 3 -1

a) Stellen Sie den Vektor x = (—3,4,7)T als Linearkombination von u,v und w dar.
b) Sind u, v und w linear unabhéngig?

¢) Seiferner y = (1,0,1)7. Bildet die Menge {u, v, y} eine Basis des R3?

Losung:
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a) Gesucht sind a;, a, und a3 mit x = a;u + a,v + asw. Dies fiihrt auf ein LGS mit dem Tableau:

1 -2 4 |-3 1 2 4 |-3 1 2 4 |-3 1 —2 4
Z3—274 Z,—27, Z3—2,

2 1 3 4 > 2 1 3 4 ~> 0O 5 —-5]10 > 0 -5

1 3 -1 7 0 5 —=5|10 0O 5 —-5]10 0 O 0

Daraus folgt, dass a3 € R, a; = 1—2a5 und a, = 2+ a4, es gibt also unendlich viele Moglichkeiten, x
als Linear- kombination von u,v und w darzustellen.Wahle etwa a; = 0, dann ist ay, =2 und a; =1,
also x =u+2v.

b) Wir kénnen in a) auch a; = 1 wihlen und erhalten a, = 3, a; = —1, also x = —u + 3v + w. Mit der
Darstellung von x aus a) ist also u+2v = x = —u+ 3v +w und daher 2u—v —w = 0. Der Nullvektor
lasst sich also als Linearkombination der drei Vektoren darstellen (keine homogene Losung), u, v und
w sind damit linear abhéngig.

¢) Man muss die Gleichung ,u + 3,v + 83y = 0 betrachten. Diese fiihrt auf ein homogenes LGS mit
dem Tableau:

1 —2 1|0 1 -2 1 1 -2 1 1|0
Zs—271,29—27, Zy—2Z3

2 1 01{0 s 0 5 —-2]|0 > 0O 0 —2]|0

1 3 1|0 0 5 010 0O 5 010

Wir erhalten f3; = 85, = 83 = 0, die drei Vektoren sind also linear unabhéngig und somit eine Basis
des R3.
1.4
Sind die folgenden Vektoren linear unabhéngig?
a) 1,v2,+/3im Q-Vektorraum R.
b) (1,2,3),(4,5,6),(7,8,9) im R.
Losung:
a) Seia-1+b-+v2+c-+/3=0mita,b,c,€ Q. Dann gilt
b-vV2+c-V/3=—aecQ, (1D

also auch
(—a)? =2b%+2bc- V6 +3c2€Q 2)

Gilt b # 0 und ¢ # 0, so ist nach 2

. (—a)? —2b% —3¢?
V6= 2bc

was ein Widerspruch ist. Ist entweder b # 0 und ¢ = 0 oder ¢ # 0 und b = 0, so folgt aus 1

€Q,

ﬁ:—% e@oderﬁ=—% €Q,

dies ist ebenfalls ein Widerspruch. Also gilt b = ¢ = 0, woraus nach Gleichung 1 auch a = 0 folgt.
Damit sind 1, v2 und +/3 iiber Q linear unabhéngig.

b) Nein, es gilt 2 (4,5,6)—(1,2,3)=(7,8,9).
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2 Basis und Dimension

2.1
Gegeben seien im R® die Vektoren v; = (4,1,1,0,—2),v, = (0,1,4,—1,2),v3 = (4,3,9,—2,2),v, = (1,1,1,1,1),vs =
(0,—2,—8,2,—4).

a) Bestimmen Sie eine Basis von V =span(vy, ..., Vs).

b) Wahlen Sie alle méglichen Basen von V aus den Vektoren vy, ..., v5 aus, und kombinieren Sie jeweils
V1, ..., V5 daraus linear.

Losung:

a) Eine mogliche Basis, die man erhalten kann, ist
Wl = (1: 1’ 1: ]-) 1): WZ = (O) 1: 4; _1: 2); W3 = (O: 05 9: _7) 0)'

b) Es gelten folgende Zusammenhéange:
V3=V, +2Vy, V5=-—2Vy, V5=7V|—V3.
Daraus ergeben sich alle moglichen Basen fiir V aus vy, ..., vs:
{viva,val,  {vivaval {vivavst {va,vs,va} {vs, vy, vs}
Die Darstellungen der jeweils nicht in den Basen enthaltenen v; ergeben sich aus den oben angege-
benen Gleichungen.

2.2

Sei V ein reeller Vektorraum und a, b,c,d,e € V. Zeigen Sie, dass die folgenden Vektoren linear abhingig
sind:

vi=a+b+c,v, =2a+2b+2c—d,v3=a—b—e,v4=5a+6b—c+d+e,vs=a—c+3e,vg=a+b+d+e.
Losung:

Die Dimension des von den fiinf Vektoren a,b,c,d,e aufgespannten Raumes ist kleiner oder gleich fiinf.
Nach dem Austauschsatz ist die Dimension eines Vektorraumes die maximale Anzahl linear unabhingi-

ger Vektoren, in unserem Fall hochstens fiinf. Also sind die sechs Vektoren v, ..., V¢ in jedem Falle linear
abhingig.

2.3

Es bezeichne P, den Vektorraum der reellen Polynome bis zum Grad n.

a) Zeigen Sie: e; := (1 +x)k, k =0,1,2,3 bilden eine Basis von P5. Welche Dimension hat dieser Raum?

b) Stellen Sie das Polynom y = x3 + 2x2 + 1 als Linearkombination der Basisvektoren ey, k = 0,1,2,3
dar.

Losung:

a) Zu zeigen ist: wenn 22:0 Arer =0 gilt, dann folgt A, =0,k =0,1,2,3.
0=30_ A1+ 20K = Ag+ A (1 +x) + Ap(1 +2x +x2) + A3(1 +3x + 3x2 + x%) = (Ao + A1 +
Ay + A3) + (A + 245 + 3A3)x + (Ay + 323)x2 + A3x3 = A3 = 0,45, + 343 = 0,A; + 24, + 343 =
0,0+ A1+ A5+ A3 =0.=> A3 =A, = A; = A, = 0. Der Raum hat die Dimension 4.

b) x3+2x%+1 erfordert nach a) A3 =1,A5+3A3 =2,A1 + 245+ 313 =0,4g+A; + A, + A3 = 1. Dies
ergibt A3 = 1,1, =—1,1; =—1,Ag=2,also x> +2x2+1=2—(1+x)— (1 +x)? + (1 + x)>.
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3 Vektorraume

3.1
Es sei V = R3. Zeigen Sie, dass V mit den folgenden Operationen kein reeller Vektorraum ist:
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)und A(a, b) =(Aa,0)

Losung:

Es ist zu zeigen, dass eines der acht Gesetze (siehe Vorlesung) nicht erfiillt ist. Da die Addition der normalen
Addition entspricht, gelten die ersten vier Gesetze. Somit wird die Multiplikation in diesem Fall mindestens
ein Gesetz verletzen; betrachtet man das Gesetz 1 -v = v, so sieht man sofort: 1(a, b) = (a, 0) # (a, b).
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4 Rechnen mit Matrizen

Gegeben seien folgende Matrizen:

1 2 1 2
o=(a -2 3)

,B=

>
Il
u O =
=N
O A~ W
N DN DN
[ NG
o~ o

4.1

Berechnen Sie die beiden Matrixprodukte A- B und C - D

12 12 2
A-B=|(10 8 1 ,C-DZ(S 10)

22 29 6 122

4.2

Bestimmen Sie die Determinanten zu A,B,C und D
det(A)=04+40+0—15—-24=1
det(B)=04+2+0—-0—2—0=0

det(C)=4—6=—-2
det(D)=4—4=0

4.3

Bestimmen Sie AT,BT,CT und DT

105 2 2 2

AT=(2 1 6|,BT=|1 4 1 ’CT:G i),DTz(; i)
340 010

4.4

Bestimmen Sie die inversen Matrizen A~!,B~1,C~! und D!
B~ und D! sind nicht invertierbar, dar det =0

—24 18 5 P
Al=| 20 —-15 —4 ,c—l(g )

3 1
-5 4 2 2 72
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