
Übungen zum Ferienkurs Lineare Algebra 2015/2016: Lösungen

1 LGS

1.1

Gegeben seien folgende erweiterte Koeffizientenmatrizen (A|b) in Zeilenstufenform:

Lesen Sie die Lösung des jeweiligen LGS (über R) an der Zeilenstufenform ab und geben Sie diese an.
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1.2

Lösen Sie die folgenden LGS (über R):

2x1 − 3x2 = −1
a) x2 + x3 = 2 ,

3x1 + x2 + x3 = 5

2x1 − 3x2 = −1
b) x2 + x3 = 2 .

4x1 − 5x2 + x3 = 0

Stellen Sie dazu das jeweilige LGS in der Form (A|b) da und bringen Sie dieses auf Zeilenstufenform.
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1.3

Die Kirchhoffschen Regeln für Gleich- und Wechselstromkreise lauten:

• Die Summe der Teilströme in jedem Knoten ist Null;

• Die Summe der Teilspannungen in jeder Masche ist Null.

a) Stellen Sie das LGS für den skizzierten Stromkreis auf (Vorzeichen entsprechend der Pfeilrichtung,
U = R · I).

b) Berechnen Sie die Ströme I1 bis I6 für U1 = 2 V , U2 = 1 V , R1 = R2 = 1Ω, R3 = 2Ω.

Lösung:

a) • −I1 − I3 − I6 = 0 (Knoten links oben)

• I1 − I2 − I5 = 0 (Knoten links mitte)

• I2 + I4 + I6 = 0 (Knoten links unten)

• I3 − I4 + I5 = 0 (Knoten rechts mitte)

• U1 − I1R1 − I2R2 = 0 (Masche links)

• I1R1 + U2 − I3R3 = 0 (Masche rechts oben)

• I2R2 − U2 = 0 (Masche rechts unten)

LGS in Matrixform:

(A|b) =



















−1 0 −1 0 0 −1 0
1 −1 0 0 −1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 −1 1 0 0
−R1 −R2 0 0 0 0 −U1
R1 0 −R3 0 0 0 −U2
0 R2 0 0 0 0 U2



















b) es folgt bspw: I2R2 = U2⇒ I2 =
U2
R2
= 1 V

1Ω = 1 A

Analoges Lösen ergibt schließlich:














I1
I2
I3
I4
I5
I6















=















1
1
1
1
0
−2














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1.4

Entscheiden Sie welche der untenstehenden Aussagen über lineare Gleichungssysteme mit Unbekannten
in R wahr oder falsch sind. Begründen Sie Ihre Antwort:

a) Wenn ein LGS nicht lösbar ist, so ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix größer als die
Anzahl der Unbekannten des LGS.

b) Jedes homogene LGS besitzt eine Lösung.

c) Ein LGS mit 3 Gleichungen und 4 Unbekannten hat unendlich viele Lösungen.

d) Jedes homogene LGS mit mehr Gleichungen als Unbekannten hat eine nichttriviale Lösung.

Lösung:

a) Falsch. Beispiel 0x1 = 1. In diesem Fall ist der Rang von (A|b) = (0|1) gleich 1.

b) Richtig. Jedes homogene LGS besitzt die triviale Lösung (d.h. alle Unbekannten haben den Wert
Null).

c) Falsch. Eine der Gleichungen könnte z.B. 0= 1 sein (oder auch x1 = 1, x1 = 2 o.ä.). Jedoch: Besitzt
ein derartiges LGS eine Lösung, dann auch unendlich viele.

d) Falsch. Beispiel: x1 + x2 = 0, x1 = 0, x2 = 0 hat nur die triviale Lösung.
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1.5

In vielen Anwendungen treten lineare Optimierungsprobleme auf. Ein lineares Optimierungsproblem ist
z.B. ein Problem der folgenden Form: Man bestimmte den minimalen Wert von x5 unter den Nebenbedin-
gungen:
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2 Gruppen

2.1

Es sei (G,◦) eine nicht notwendig abelsche Gruppe. Beweisen Sie, dass gilt:

1. Für jedes neutrale Element e ∈ G gilt a ◦ e = a∀a ∈ G,
d.h. jedes linksneutrale Element e ist auch rechtsneutral. Deshalb spricht man auch einfach von einem
neutralen Element.

2. Aus a′ ◦ a = e folgt jeweils auch a ◦ a′ = e,
d.h. jedes linksinverse Element a’ ist auch rechtsinvers. Deshalb spricht man auch einfach von einem
inversen Element.

3. Es gibt genau ein neutrales Element e ∈ G.
Bereits aus x ◦ a = a oder a ◦ x = a für ein a ∈ G folgt x = e.

4. Zu jedem a ∈ G gibt es genau ein inverses Element a′ ∈ G.
Deshalb ist es möglich, diesem Inversen ein eigenes Symbol zu geben: in additiven Gruppe schreibt
man -a, sonst meist a−1.

Hinweis: Beweisen Sie erst (b), dann (a), (c), (d).

Lösung:
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2.2

Sei G eine Gruppe mit aa = e∀a ∈ G, wobei e das neutrale Element von G bezeichnet. Zeigen Sie, dass G
abelsch ist.

Lösung:
Die Behauptung lautet ab = ba für alle a, b ∈ G. Seien a, b ∈ G beliebig. Nach der Voraussetzung gilt
wegen der Eindeutigkeit von inversen Elementen a = a−1 und b = b−1 sowie ab = (ab)−1. Daraus folgt

ab = (ab)−1 = b−1a−1 = ba,

also ab = ba, was zu beweisen war.

3 Abildungen

3.1

Nennen Sie jeweils 3 injektive, 3 surjektive und 3 bijektive Funktionen.

injektiv: x, x5, x3

surjektiv: x, x2 auf R+, sin(x) auf x | − 1< x < 1
bijektiv: x, ex auf R+, x2 auf C

3.2

Nennen Sie jeweils 3 nicht-injektive, 3 nicht-surjektive und 3 nicht-bijektive Funktionen.

nicht-injektiv: x2, sin(x), (x − 3)(x − 1)
nicht-surjektiv: ex auf R,jede abschnittsweise definierte Funktion mit Loch, Funktionen mit stetig beheb-
barer Definitioslücke
nicht-bijektiv: x2, ex auf R, x2 auf C

4 komplexe Zahlen

4.1

Bestimmen Sie Real und Imaginärteil von z1 = 3+ 16i, z3 = (9+ 2i)(8+ 16i) und z3 = (a+ i b)(x + i y)

Re(z1) = 3 , Im(z1) = 16;
Re(z2) = 40 , Im(z2) = 160;
Re(z3) = ax − b y , Im(z3) = a y + bx;

4.2

Bestimmen Sie Real und Imaginärteil von z = 1
3+4i

z =
1

3+ 4i
=

3− 4i
(3+ 4i) · (3− 4i)

=
3− 4i

25
(1)

Re(z) = 3
25 , Im(z) = −4i

25 ;

Aileen Wolf & Florian Niederreiter 07.03.2016 11



Übungen zum Ferienkurs Lineare Algebra 2015/2016: Lösungen

5 Mengen

Die Menge A= {x |x ∈ R+}, die Menge B {Alle ungeraden Zahlen} und die Menge C = −5, 2,16, 9,3 seien
gegeben.

5.1

Bestimmen Sie Teil und Obermenge der Kombination aus A und B.

T = A∩ B = {x |x ∈ B ∨ x ∈ R+} „Alle positiven ungeraden Zahlen“
O = A∪ B = {x |x ∈ A∧ x ∈ B} „Die Positiven Zahlen und alle ungeraden negativen Zahlen“

5.2

Wie groß sind die Mächtigkeiten der Mengen?

|A|=∞, |B|=∞, |C |= 5

5.3

Bestimmen Sie A∪ B, B ∪ C und A∪ C

A∪ B = O siehe oben
B ∪ C = {x |x ∈ B ∨ x = 16} „Alle ungeraden Zahlen und die 16“
A∪ C = {x |x ∈ R+ ∨ x = −15} „Alle postitiven Zahlen und die -15“

5.4

Bestimmen Sie A∩ B, B ∩ C und A∩ C

A∩ B = T siehe oben
B ∩ C = {−5, 9,3}
A∩ C = {2,16, 9,3}

5.5

Bestimmen Sie A\ B, B \ C und A\ C

A\ B = x |x = 2n, n ∈ N„Alle geraden positiven Zahlen“
B \ C = B \ {−5, 9,3}
A\ C = R+ \ {2, 16,9, 3}

5.6

Bestimmen Sie A, B und C

A= R−0
B = {x |x = 2n, n ∈ Z} „Alle geraden Zahlen“
C = R \ C
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