Ubungen zum Ferienkurs Lineare Algebra 2015/2016: Lésungen

1 LGS

1.1

Gegeben seien folgende erweiterte Koeffizientenmatrizen (A|b) in Zeilenstufenform:
1 0 5 . 3 201
@) 01 1) IEDE

1 00 3 20 04
i) 010 4 1., N 0 4 04 ].
001 3 00 0]0

Lesen Sie die Losung des jeweiligen LGS (iiber R) an der Zeilenstufenform ab und geben Sie diese an.

Losung

(a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix reprisentiert das LGS

L3 = §

= 4.

o

Hier ist also direkt: 79 = 4, 1 = 5.

Hinweis: Natiirlich wiren auch andere Bezeichnungen fiir die Variablen denkbar. Im folgenden
bleiben wir aber bei der Konvention, dass die zur i.ten Spalte zugehérige Variable mit x; he-
zeichnet wird. Die spezielle Matrix A in diesem Beispiel, wird {ibrigens als (2D) Einheitsmatrix
bezeichnet.

(b) Die erweiterte Koeffizientenmatrix reprisentiert das LGS

Also haben wir 0 =2 und 1 = 5—_311 = 1.

(¢) Die erweiterte Koeffizientenmatrix reprisentiert das LGS

3r; 422 = 1
[)_F' 1 —l.}J'-_:l = 3

Die letzte Zeile lautet also 0 = 3, was in R nicht erfiillbar ist. Also hat dieses LGS keine Lisung,
(d) Die erweiterte Koeffizientenmatrix reprisentiert das LGS
I = 3
Ta = 4
Ly = 3.

Wir lesen also direkt ab 3 = 3, 10 = 4, 1 = 5. Auch in diesem Fall hat die Matrix A eine
spezielle Form. Sie wird als (3D) Einheitsmatrix bezeichnet.
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(e) Die erweiterte Koeffizientenmatrix reprisentiert das LGS

diro Iq =

dr | t 3.!'2 T :5.{'_4 — 3
l
3

<3 —

Somit ergibt sich x3 = 3, 29 = 1;1” = %, T = ﬂﬂ}_—%l = —

Lal=1

(f) Die erweiterte Koeflizientenmatrix repriisentiert das LGS

21‘| 1
-L.l'-_{ = 4

Da die letzte Gleichung immer erfiillt ist und keine Gleichung x4 enthiilt, kiinnen wir x4 = A e R
beliebig wihlen. Aus der zweiten Gleichung folgt 2 = 1 und aus der ersten folgt 71 = 2- Es gibt
also unendlich viele Losungen. Diese haben immer die Form xy = 2, 13 = 1, 3 = A beliebig.

1.2
Losen Sie die folgenden LGS (iiber R):

ZX]_ — BXZ = —1 le — 3X2 = —1
a) X, + x3 = 2 ,Db) Xy, + x3 = 2
le + X2 + XB = 5 4x1 - SXZ + x3 = 0

Stellen Sie dazu das jeweilige LGS in der Form (A|b) da und bringen Sie dieses auf Zeilenstufenform.

Lisung:

(a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist:

2 -3 0|-1
(Ap)=| 0o 1 1|2
3 1 1|5

Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir
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2 -3 0]-1 ) 1 -3/2 0]-1/2
0 11| 2 b 0 1 1 2
3 1 1 5 3 1 1 5
1 -3/2 0] -1/2 - 1 -3/2 0]-1/2
0 11 2 i e 0 1 1 2
3 11 5 0 112 1| 13/2
1 -3/2 0]|-1/2 Zoezsz, 1 32 0| -1/2
0 1 1 2 el 0 1 1 2
0 11/2 1| 13/2 0 0 —9/2|-9/2
1 -3/2 0] -1/2 - 1 -3/2 0|-1/2
0 1 ] 2 I 0 ) 3 2 |.
0 0 -9/2]-9/2 i 0D 1 1
Ausgeschrieben als LGS bedeutet dies:
r - 3/2x = -1/2
I 1 I 2
Iy = 1.
Riickwirtssubstitution von der letzten Zeile fithrt anf
1 1
o = 1
Ty 1
d.h. die Lisung ist eindeutig.
(b) Wir erhalten
3 =3 0] -1
(Ab)={ 0 1 1| 2
4 =5 11 0
Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir
2 =3 0]=-1 F— 1 =3/2 0] -=1/2
0 1 1| 2 S 0 1 1 2
4 I | () 4 i | ]
1 -8/2 0]-1/2 - 1 -3/2 0| -1/2
0 11 2 L 0 11 2
4 5 1 ] 1] 1 1 2
L -3/2 0| -1/2 , 1 -3/2 0|-1/2
0 11 2 L mad 0 } 4 2
] 1 1 2 (1] 0 0 1}
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Ausgeschrieben bedeutet dies:

T 3/2x; I

b S

Riickwiirtssubstitution von der vorletzten Zeile fithrt mit Setzung x4 = A auf

T = — %}13
Iy = — ,}.3 .
T3 Ag

die Losung ist also nicht eindeutig. (Die Lisung stellt eine Gerade im B3 dar.)

h_:n""l':t
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1.3

Die Kirchhoffschen Regeln fiir Gleich- und Wechselstromkreise lauten:

e Die Summe der Teilstrome in jedem Knoten ist Null;
e Die Summe der Teilspannungen in jeder Masche ist Null.

a) Stellen Sie das LGS fiir den skizzierten Stromkreis auf (Vorzeichen entsprechend der Pfeilrichtung,
U=R-I).

b) Berechnen Sie die Stréme I, bis I fiir Uy =2V, U, =1V,R; =R, =1Q, R3 =2Q.

Ll R 13[;?3
r_ I,j —

J I’L 0 - (U}
Iz :::' Rzg .fq

Losung:

a) e —[; — I3 —I¢ = 0 (Knoten links oben)
e [, —I, —I5 =0 (Knoten links mitte)
e [, +1,+Is =0 (Knoten links unten)
e [;—1I,+I5 =0 (Knoten rechts mitte)
e U; —IR; —I,R, = 0 (Masche links)
e [1R; + Uy, —I3R3 = 0 (Masche rechts oben)
e [,Ry, — Uy = 0 (Masche rechts unten)

LGS in Matrixform:

[ -1 0 -1 0 0 -1 0
1 -1 0 o0 -1 o0 0
0 1 0 1 0 1 0
@p=| o o 1 -1 1 0] 0
—R; —R, O 0O 0 0 |-U
Rq 0O —R; O O O |0y
0 R 0O 0 0 0| U J
b) es folgt bspw: I,bRy, = Uy = I, = 1% = i—v =1A
Analoges Losen ergibt schlieRlich:
I 1
I, 1
L |1
Ll |1
Is 0
I —2
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1.4

Entscheiden Sie welche der untenstehenden Aussagen iiber lineare Gleichungssysteme mit Unbekannten
in R wahr oder falsch sind. Begriinden Sie Ihre Antwort:

a) Wenn ein LGS nicht 16sbar ist, so ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix grof3er als die
Anzahl der Unbekannten des LGS.

b) Jedes homogene LGS besitzt eine Losung.

¢) Ein LGS mit 3 Gleichungen und 4 Unbekannten hat unendlich viele Losungen.

d) Jedes homogene LGS mit mehr Gleichungen als Unbekannten hat eine nichttriviale Losung.
Losung:

a) Falsch. Beispiel Ox; = 1. In diesem Fall ist der Rang von (A|b) = (0]1) gleich 1.

b) Richtig. Jedes homogene LGS besitzt die triviale Losung (d.h. alle Unbekannten haben den Wert
Null).

c) Falsch. Eine der Gleichungen kénnte z.B. 0 = 1 sein (oder auch x; =1, x; =2 0.4.). Jedoch: Besitzt
ein derartiges LGS eine Losung, dann auch unendlich viele.

d) Falsch. Beispiel: x; + x5 = 0,x; = 0, x, = 0 hat nur die triviale Losung.
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1.5

In vielen Anwendungen treten lineare Optimierungsprobleme auf. Ein lineares Optimierungsproblem ist
z.B. ein Problem der folgenden Form: Man bestimmte den minimalen Wert von x5 unter den Nebenbedin-
gungen:

anT; + @Tz + @13y + ary + 4T = by
@911+  @z2Tz 4+ dgaTy + dzgry 4+ adosrs = be (2)
@31’ + @az¥z +  AaaTz + dQaqlqg + aasTs =  ba,
und
;= 0, i=1,2,3.4, (1)

wobei a;; und b; fiir i = 1,...,3, j =1,...,5, gegebene Grifien sind.

a) Wir betrachten folgende Aufgabe: In einer Raffinerie soll aus zwei verschiedenen Sorten Rohdl (H; und
;) Benzin hergestellt werden. Der chemische Prozess findet in einem Tank statt. Folgende Produkti-
onsvorgaben sind einzuhalten:

s Um einen stabilen chemischen Prozess zu erméglichen, darf die Menge von I die Menge von R,
nur um maximal 2 Barell iibersteigen;

o Der Tank fasst maximal 4 Barell Rohdl;

» Aus einem Barell B, wird 1/4 Barell Benzin gewonnen: aus einem Barell Re wird 1/2 Barell
Benzin gewonnen.

Die Frage ist, wie viel Benzin unter den obigen Produktionsvorgaben in dem Tank maximal hergestellt
werden kann. Formulieren Sie diese Frage als lineares Optimierungsproblem der obigen Form (geben
Sie also die ag;, by an).

Verwenden Sie folgende Bedeutungen fiir die Variablen =, ..., x5:

r; @ Verwendetes Rohdl R, (in Barell),
rp @ Verwendetes Rohdl Ry (in Barell),

xg : Theoretisch zusitzlich nutzbarer Uberschuss von R, gegeniiber R; im Tank (in Barell),
x4 : Menge von Rohil, die noch in den Tank passen wiirde (in Barell),
r; : Menge an hergestelltem Benzin (in 1/4 Barell).

b] Berechnen Sie zuerst die allgemeine Lisung des Gleichungssystems @D mit den konkreten Werten fiir
ii; und b; aus (a), und ermitteln Sie dann unter Berficksichtigung der Bedingung digjenige Losung,
welche den Wert von xy; maximiert.
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a) Die erste Produktionsbedingung besagt r — r; < 2, also
Ty — T + o3 =2,
Die zweite Produktionsbedingung besagt x; + 72 < 4, also
T+ 3z + x4 =4
Die dritte Produktionsbedingung besagt, wieviel Benzin wir herstellen kénnen. D.h.
Ty = T1 + 2T,

Diese Menge x5 an hergestellten Benzin ist zu maximieren. Natiirlich sind alle auftretenden Variablen

Z1,...,75 = 0. Damit haben wir das lineare Optimierungsproblem aufgestellt: Maximiere z; unter den
Nehenbedingungen:
—T] 4Ty +Ig = 2
r +Iz +T4 =4
{ —x1 —2x +z; = 0,

r1 20, 220, 2320, z,20, ;=0

b} Erweiterte Koeffizientenmatrix:

-1 1 1 0 02
(Alb) = 1 1 01 014 ).
-1 -2 00 1|0
Wir bringen die Matrix auf Zeilenstufenform:
Fo—Fa+ 2
-1 110 0|2 P -1 1 10 0] 2
3+ 43 1
1 1 01 04 o o0 2 1 10| 6
-1 -2 0 0 1]0 0 -3 -1 0 1|-2
-1 1 1 0| 2 e a -1 1 1 002
0 2 110| 6 Bl 02 1 106
0 -3 -1 0 1]-2 00 1/2 3/2 1|7
-1 1 1 0 0|2 P -1 1 1 0 0] 2
02 1 1 0|6 B~ 0021 10]6].
0 0 1/2 3/2 1|7 0013 2|14
Wir lesen also die zwei-parametrige Lisung ah:
T 5 -2 -1
T3 -1 1 1
3 | = M4 |+ =3 [A+] -2 | p,
Ty 0 1 ]
Ty 0 0 1

mit A, p € | beliebig.
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Das sind also 5 Ungleichungen in zwei Variablen (A und p). Wir kénnen diese damit graphisch darstellen,
siche Abbildung|T]

Abbildung 1: Rot: Lésungsmenge. Blau: Werte von x5. Nach oben sind aufsteigende Werte von u dargestellt,
nach rechts aufsteigende Werte von A.

Der zu mazximierende Wert x; = p nimmt also im erlaubten Bereich in der linken oberen Ecke den
maximalen Wert 7 an.

Bemerkung: Deutlich leichter wird die Zeilenumformung in dieser Aufgabe, wenn man von der durch
die Variablenindizes vorgegebenen Reihenfolge der Zeilenumformungen abweicht. Man kann sich auch
iiherlegen, dass das urspriingliche lineare Optimierungsproblem auch gleich mit zwei Variablen und
lanter Ungleichungen (also keinen Gleichungen) formuliert hitte werden kinnen. In dem Fall hitte
man sofort die graphische Darstellung zeichnen kinnen.
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2 Gruppen

2.1

Es sei (G, o) eine nicht notwendig abelsche Gruppe. Beweisen Sie, dass gilt:

1. Fiir jedes neutrale Element e € G giltace =aVa € G,
d.h. jedes linksneutrale Element e ist auch rechtsneutral. Deshalb spricht man auch einfach von einem
neutralen Element.

2. Aus a’ oa = e folgt jeweils auch aoa’ =,
d.h. jedes linksinverse Element a’ ist auch rechtsinvers. Deshalb spricht man auch einfach von einem
inversen Element.

3. Es gibt genau ein neutrales Element e € G.
Bereits aus x o a = a oder a o x = a fiir ein a € G folgt x =e.

4. Zu jedem a € G gibt es genau ein inverses Element a’ € G.

Deshalb ist es moglich, diesem Inversen ein eigenes Symbol zu geben: in additiven Gruppe schreibt

man -a, sonst meist a”!.

Hinweis: Beweisen Sie erst (b), dann (a), (c), (d).

Losung:
by Ein linksinverses Element o' ist auch rechtsinvers: Sei a’ linksinvers zu a. Wir wihlen ein zu o' links-
inverses b, dann ist a' ca = € = bo o', Somit folgt

aca = (eca)oa’ =((bed)oa)ea =((be(a' ca))ecad =(boe)oa’ =bo(eca’)=boa' =e.

a

Ein linksneutrales Element e ist auch rechtsneutral: Zu a € ¢ wihlen wir ein linksinverses o', dann ist
o' oa = e und nach (a) auch nea’ = e. Es folgt

P " ; !
aoE=aocla od) = I__EE,O&}GEE,Z(.'GEEZH..

o)

Das neutrale Element ist eindeutig bestimmi: Seien e, € € & neutrale Elemente dann ist
r '
£ =ece =e.

Hierbei wurde ausgenutzt, dass e linksneutrales Element ist, und ¢' rechtsneutrales Element (und das
diirfen wir ja auch, nach (a)).

Rt )

d)

Das linksinverse (und damit nach (a) rechtsinverse) Element a' ist eindeutig bestimmt: Seien a’ und ¥
linksinvers zu a, also @’ ca =0 ca =aoa’ = e. Dann ist

r ¢ Pl % ¢ ! i r r !
@ =eoad = (b oa)oa =V o(aca)=bece=F.
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2.2

Sei G eine Gruppe mit aa = e Va € G, wobei e das neutrale Element von G bezeichnet. Zeigen Sie, dass G
abelsch ist.

Losung:
Die Behauptung lautet ab = ba fiir alle a,b € G. Seien a,b € G beliebig. Nach der Voraussetzung gilt
wegen der Eindeutigkeit von inversen Elementen a = a~! und b = b™! sowie ab = (ab)™'. Daraus folgt

ab=(ab)'=b"'a! = ba,

also ab = ba, was zu beweisen war.

3 Abildungen

3.1

Nennen Sie jeweils 3 injektive, 3 surjektive und 3 bijektive Funktionen.

injektiv: x, x°, x3

surjektiv: x, x? auf R", sin(x) auf x| —1<x < 1

bijektiv: x, ¥ auf RT, x2 auf C

3.2

Nennen Sie jeweils 3 nicht-injektive, 3 nicht-surjektive und 3 nicht-bijektive Funktionen.

nicht-injektiv: x2, sin(x), (x —3)(x — 1)

nicht-surjektiv: e* auf R,jede abschnittsweise definierte Funktion mit Loch, Funktionen mit stetig beheb-

barer Definitiosliicke
nicht-bijektiv: x2, e* auf R, x? auf C

4 komplexe Zahlen

4.1

Bestimmen Sie Real und Imaginérteil von z; = 3 + 161, 23 = (9 + 2i)(8 + 16i) und 23 = (a + ib)(x +1iy)

Re(z,) =3, Im(z;) = 16;
Re(z,) =40, Im(z,) = 160;
Re(z3) =ax—by ,Im(z3) =ay + bx;

4.2

Bestimmen Sie Real und Imaginérteil von z = ﬁ

1 3—4i 3—4i
z = - = - S =
3+4i (3+4+4i)-(83—40) 25

D

Re(z) = 55 , Im(z) = 3¢
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5 Mengen

Die Menge A = {x|x € R*}, die Menge B {Alle ungeraden Zahlen} und die Menge C = —5,2,16,9, 3 seien

gegeben.

5.1

Bestimmen Sie Teil und Obermenge der Kombination aus A und B.

T =ANB = {x|x € BV x € R} ,Alle positiven ungeraden Zahlen*
O =AUB = {x|x € AA x € B} ,Die Positiven Zahlen und alle ungeraden negativen Zahlen“

5.2

Wie gro sind die Machtigkeiten der Mengen?
JAl =00, |B| = 00, |C| =5

5.3

Bestimmen Sie AUB, BUC und AUC

AU B = O siehe oben

BUC = {x|x € BV x =16} ,Alle ungeraden Zahlen und die 16“
AUC = {x|x € RT V x =—15} , Alle postitiven Zahlen und die -15“

5.4

Bestimmen Sie ANB, BNC und ANC

ANB =T siehe oben

BNC ={-5,9,3}

ANC=1{2,16,9,3}

5.5

Bestimmen Sie A\ B, B\ C und A\ C

A\ B = x|x = 2n,n € N, Alle geraden positiven Zahlen“
B\ C=B\{-5,9,3}

A\C=R"\{2,16,9,3}

5.6

Bestimmen Sie A, B und C

A=R;
}E: {x|x =2n,n € Z} , Alle geraden Zahlen“
C=R\C
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